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Abstract. Let R and S are arbitrary rings. A module can be generalized to (R, S)-
bimodules. Furthermore, an (R, S)-bimodule has undergone generalization to (R, S)-
modules. Following the completion of this generalization, the basic concept in the
module can also be generalized into (R, S)-modules. One of the basic concepts in
module theory which can be generalized to (R, S)-module is about the direct sum of a
module. This research aims to construct the definitions of the direct sum of an (R, S)-
module and investigate its properties. In addition, we will construct the definition of
projectiom of (R, S)-modules and investigate its singularity.
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Abstrak. Diberikan R dan S merupakan ring sebarang. Suatu modul dapat diperumum
menjadi (R, S)-bimodul. Selanjutnya, (R, S)-bimodul telah mengalami perumuman
menjadi (R, S)-modul. Seiring proses perumuman ini, konsep dasar di dalam modul
juga dapat digeneralisasi ke dalam (R, S)-modul. Salah satu konsep dasar pada teori
modul yang dapat digeneralisasi ke dalam (R, S)-modul adalah tentang hasil tambah
langsung suatu modul. Penelitian ini bertujuan untuk mengkonstruksikan pendefini-
sian hasil tambah langsung suatu (R, S)-modul dan menyelidiki sifat-sifatnya. Selain
itu, akan dikonstruksikan pula pendefinisian proyeksi dari (R, .S)-modul dan diselidiki
sifat ketunggalannya.

Kata Kunci: hasil tambah langsung, (R, .S)-modul, proyeksi modul

I. PENDAHULUAN

Modul merupakan salah satu bentuk struktur aljabar yang merupakan perumuman dari
suatu ruang vektor. Pembeda antara modul dan ruang vektor adalah jika dalam pembentukan
ruang vektor melibatkan suatu lapangan tetapi pada pembentukan modul cukup melibatkan
suatu ring dengan elemen satuan. Selanjutnya apabila diberikan ring R dan ring S sebarang,
dapat dibentuk suatu R-modul kiri dan S-modul kanan. Struktur modul dapat mengalami per-
umuman menjadi struktur (R, S)-bimodul. Suatu grup abelian M merupakan (R, S)-bimodul
jika M merupakan R-modul kiri, S-modul kanan, serta memenuhi sifat kompatibilitas yaitu
untuk setiap r € R, m € M, dan s € S memenuhi sifat 7(ms) = (rm)s. Konsep terkait modul
dan bimodul ini dapat dipelajari pada [1] dan [2].

Seiring perkembangan ilmu pengetahuan, suatu (R, S)-bimodul mengalami perumuman
menjadi (R, S)-modul. Diberikan S* adalah ring matriks diagonal berukuran 2 x 2 atas 27,

b
ring R = { (?) 0) a,b € 2Z},dangrupAbelianM: { ( x)
Y

operasi penjumlahan vektor. Dibentuk ring S yakni ring S* dengan operasi perkalian yang
didefinisikan sebagai berikut: untuk setiap matriks diagonal A, B di .S didefinisikan AB :=

xr,y € ZZ} terhadap
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BA. Selanjutnya, didefinisikan operasi pergandaan skalar x : M x .S — M dengan m x A :=
Am untuk setiap vektor m € M dan matriks diagonal A € S. Ternyata diperoleh bahwa
grup aditif abelian M merupakan R-modul kiri serta merupakan S-modul kanan. Kemudian
diambil sebarang matriks B € R, vektor m € M, dan matriks diagonal A € S, diperoleh
bahwa (Bm)* A # B(m* A). Dengan demikian, // bukan merupakan (R, S)-bimodul karena
sifat kompabilitas tidak dipenuhi. Selanjutnya, didefinisikan operasi pergandaan skalar (-, x) :
R x M x S — M dengan definisi B - m x A := ABm untuk setiap matriks B € R, vektor
m € M, dan matriks diagonal A € S. Diambil sebarang matriks B, B’ € R, vektor m,n € M,
dan matriks diagonal A, A’ € S. Ternyata terhadap operasi pergandaan skalar ”(-,*)” grup
Abelian M memenuhi aksioma-aksioma sebagai berikut:

). B-(m+n)xA=B-m*xA+B-nxA
(). (B+B) m*xA=B -mxA+B -mxA
(iii). B-mx(A+A)=B-m+xA+B-m=xA
(iv). B(B"-m* A)A’ = (BB') -m x (AA')

Karena sifat kompabilitas pada pendefinisian bimodul tidak dipenuhi dan M/ memenuhi
keempat aksioma di atas, maka munculah struktur aljabar yang disebut dengan (R, S)-modul.
Konsep terkait (R, S)-modul ini diperkenalkan oleh [3]. Diberikan ring R dan S, serta grup
abelian (M, +). Didefinisikan fungsi pergandaan skalar (-,8) : R x M x S — M dengan
(-,®)(r,m,s) =r-mesuntuk setiap r € R, m € M, dan s € S. Grup abelian M/ merupakan
(R, S)-modul terhadap operasi pergandaan skalar (-, ®) apabila untuk setiap ,7" € R, m,n €
M, dan s, s’ € S memenuhi:

. r-(m+n)es=r-mes+r-nes
(). (r+r) - mes=r-mes+r -mes
(1ii). T'm0(8+8’):7’-mos+r-mos’

@iv). r(r'-mes)s = (rr') - me (ss)

Dalam [3], disajikan bahwa (R, S)-modul merupakan generalisasi dari (R, S)-bimodul.
Setiap (R, S)-bimodul merupakan (R, S)-modul, tetapi terdapat (R, S)-modul yang bukan
merupakan (R, S)-bimodul seperti yang diberikan pada contoh di atas. Dengan demikian,
(R, S)-modul merupakan generalisasi dari suatu (R, .S)-bimodul. Selanjutnya, setiap (R, .S)-
modul dapat menjadi (R, S)-bimodul apabila ring R dan ring S masing-masing mempunyai
elemen idempoten sentral. Eksistensi elemen idempoten sentral ini digunakan dalam pendefi-
nisian operasi pergandaan skalar serta sifat kompabilitas dalam pembentukan (R, S)-bimodul.
Akibatnya, jika ring R dan ring S merupakan ring dengan elemen satuan maka suatu (R, .S)-
modul otomatis akan membentuk (R, S)-bimodul. Oleh karena itu, pada keseluruhan tulisan
ini ring yang dimaksud merupakan ring sebarang kecuali dinyatakan selain itu.

Penelitian terkait (R, S)-modul merupakan sesuatu yang menarik untuk dipelajari. Hal ini
dikarenakan masih jarang peneliti yang menyelidiki struktur (R, S)-modul, sehingga banyak
konsep yang dapat digali di dalamnya. Salah satu penelitian terkait (R, S')-modul yang menarik
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dipelajari adalah terkait struktur homomorfisma dan teorema utama isomorfisma (R, .S')-modul
yang disajikan dalam [4]. Selain itu, beberapa konsep terkait keprimaan pada (R, .S)-modul
telah diteliti dan disajikan dalam paper [5], [6], dan [7]. Selain itu, konsep terkait salah satu
radikal keprimaan suatu (R, S)-modul juga telah dibahas di dalam paper [8].

Di sisi lain, pada teori modul dikenal adanya hasil tambah langsung suatu modul. Menurut
[1], jika diberikan himpunan tak kosong I dan keluarga himpunan R-modul {M,, | o € I}
maka hasil tambah langsung dari modul M, untuk setiap o € [ adalah himpunan (z,)aec; €
[[ M, dimana z, = 0 kecuali untuk berhingga banyak indeks /, dinotasikan dengan € M,,.

ael acl
Penelitian terkait hasil tambah langsung suatu (R, S)-modul belum pernah dilakukan. Oleh

karena itu, pada penelitian ini akan dikonstruksi pendefinisian hasil tambah langsung suatu
(R, S)-modul dan diselidiki beberapa sifat-sifatnya. Pada akhir penelitian ini, akan disajikan
pengkonstruksian proyeksi dari (R, S)-modul dan penyelidikan terkait sifat ketunggalannya.

II. HASIL TAMBAH LANGSUNG INTERNAL SUATU (R, S)-MODUL

Pada bagian ini akan dibahas tentang hasil tambah langsung internal suatu (R, .S)-modul.
Namun, sebelumnya akan dibahas terlebih dahulu mengenai hasil kali langsung pada suatu
(R, S)-modul.

Definisi 1 Diberikan { M, }nc1 merupakan keluarga himpunan (R, S)-modul. Hasil kali lang-
sung dari M, untuk setiap o € I, didefinisikan sebagai himpunan

HMO‘ = {(Za)acs | Ta € My, untuk setiap o € I}.

acl

Seperti halnya dalam teori modul, dengan mudah dapat ditunjukkan bahwa hasil kali lang-

sung [] M, merupakan (R, S)-modul terhadap operasi penjumlahan dan pergandaan skalar
acl
yang didefinisikan sebagai berikut:

(xa)aef%_(ya>ael:::(ma'+'ya)a€l

dan

T(To)acrs = (rTas)act

untuk setiap (24 )acr, (Ya)acr € [[ Mo, € R,dans € S.
acl

Setelah mengetahui definisi hasil kali langsung suatu (R, .S)-modul, selanjutnya berikut
diberikan definisi hasil tambah langsung suatu (R, .S)-modul.

Definisi 2 Diberikan {M,}ocr merupakan keluarga himpunan (R, S)-modul. Hasil tambah
langsung dari M, untuk setiap o € I, didefinisikan sebagai himpunan:

@ M, = {(xa>a€[ € H M, | zo = 0, kecuali untuk berhingga banyak indeks I}.

acl ael
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Berdasarkan definisi di atas, diketahui bahwa hasil tambah langsung suatu (R, S)-modul

merupakan himpunan bagian dari hasil kali langsung suatu (R, S)-modul, yaitu @ M, C
ael

[] M,. Menurut [3], apabila diberikan (R, S)-modul M dan himpunan tak kosong N C M,

acl

maka N disebut (R, S)-submodul dari M apabila N merupakan subgrup aditif dari M serta
merupakan (R, S)-modul terhadap operasi pergandaan skalar yang sama dengan M.

Proposisi 1 [3] Diberikan (R, S)-modul M dan himpunan tak kosong N C M. Himpunan N
merupakan submodul dari (R, S)-modul M jika dan hanya jika memenuhi sifat:

(i). a—0b € N, untuk setiap a,b € N.

(ii). ras € N, untuk setiapr € R, a € N, dan s € S.

Dengan menggunakan Proposisi 1, berikut ditunjukkan bahwa hasil tambah langsung
(R, S)-modul merupakan (R, S)-submodul dari hasil kali langsung (R, S)-modul.

Proposisi 2 Jika diberikan { M, } oc 1 merupakan keluarga himpunan (R, S)-modul, maka @ M,
a€cl
merupakan (R, S)-submodul dari || M,.

acl

Bukti. Jelas bahwa @ M, C [] M, dan @ M, # () karena (0,)acr € P M,.

acl acl acl ael

(i). Diambil sebarang (2 )acr; (Yo)ac: € B M,, maka x, = 0 kecuali untuk berhingga
ael
banyak indeks I dan y, = 0 kecuali untuk berhingga banyak indeks /. Diperoleh

(xa)ael - (yoe)ael = ((w - y)a)ael S GB M,,.

ael

(ii). Diambil sebarang r € R, (4)acr € @ M,, dan s € S, maka z, = 0 kecuali untuk
acl

berhingga banyak indeks /. Diperoleh

T<<$a)ael)8 = (raas)acr € @ M,,.

a€el

Dengan demikian, terbukti bahwa @ M,, merupakan (R, S)-submodul dari [[ M,,. O

a€cl acl

Selanjutnya, hasil tambah langsung yang didefinisikan pada Definisi 2 biasa disebut dengan
hasil tambah langsung eksternal suatu (R, S)-modul. Selanjutnya, berikut diberikan definisi
hasil tambah langsung internal pada (R, S)-modul.

Definisi 3 Diberikan (R, S)-modul M dan { M} e merupakan keluarga submodul dari (R, S)-
modul M. M disebut hasil tambah langsung internal suatu (R, S)-submodul M, untuk setiap

a € I apabila memenuhi sifat M = > M, dan Mz >, M, = {0} untuk setiap 5 € I.
acl acl\{s}
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Sebelum membahas sifat dari hasil tambah langsung internal, berikut disajikan definisi
dari homomorfisma (R, S)-modul.

Definisi 4 [4] Diberikan (R, S)-modul M dan N. Fungsi f : M — N disebut homomorfisma
(R, S)-modul apabila memenuhi sifat:

(i). f(m+m')= f(m)+ f(m'), untuk setiap m,m’ € M.

(ii). f(rms) = rf(m)s, untuk setiap r € R, m € M, and s € S.

Berdasarkan [4], suatu homomorfisma (R, S)-modul f disebut isomorfisma (R, S)-modul
apabila f merupakan fungsi bijektif. Kemudian, (R, S)-modul M dan N dikatakan isomorfis,
dinotasikan dengan M = N, apabila terdapat suatu isomorfisma (R, S)-modul dari M ke N
atau sebaliknya.

Selanjutnya, berikut diberikan suatu teorema yang merupakan syarat cukup suatu (R, .S)-

modul M isomorfis dengan suatu hasil tambah langsung internal.

Teorema 1 Jika diberikan (R, S)-modul M dan { M} .cr merupakan keluarga (R, S)-submodul
di M sedemikian hingga memenuhi sifat:

(i). M =3 M.
acl
(ii). Mg >, M, = {0}, untuk setiap 3 € I.
acl\{B}
maka diperoleh M = @@ M,

ael

Bukti. Didefinisikan pengaitan f : @ M, — M dengan f((2a)aer) = Y. Zq, untuk setiap
acl acl
(Ta)acr € €D M,. Akan ditunjukkan bahwa f merupakan suatu isomorfisma (R, S)-modul.
ael
(i). Diambil sebarang (4 )acr, (Yo )acr € @ M, dengan (2,)acr = (Yo )acr, maka diper-

aecl
oleh bahwa z, = y, untuk setiap a € I. Akibatnya, diperoleh:

f((%;v)aé]) = Zxa = Zya = f((ya)ael>-
aecl acl
Jadi, terbukti bahwa f merupakan suatu fungsi.

(ii). Diambil sebarang (2, )acr, (Ya)acr € D My, r € R, dan s € S, maka diperoleh:
acl

f((xa>ael + (ya)a61> = f((xa + ya)ael>
= Z (Ta + Ya)

acl
= E To + E Yo
ael acl

= f((sz)aEI) + f((ya)ael)
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dan

f((mcas)ae]) = azgm*as = r(Zxa>s = rf((xa)ag)s.

acl

Jadi, terbukti bahwa f merupakan homomorfisma (R, S)-modul.

(iii). Diambil sebarang (4 )acr, (Yo )acr € € M, dengan:
ael

F(@a)aer) = F((ga)acr ).
Akan ditunjukkan bahwa (24 )aer = (Yo )acr- Oleh karena diketahui bahwa f ((ma)ae 1) =

f<(ya)ael>, maka Zla:a = ija, sehingga Z] (o — Yo) = 0. Selanjutnya, diambil
ac ac ac

sebarang /5 € . Diperoleh bahwa (25 — y3) = —( > (xa — ya)>, sehingga (r5 —

ys) € Mgn > M,. Berdasarkan yang diketahlc;iG Irl\lflia xrg — yg = 0, sehingga di-

peroleh z :a;?{l?arena pengambilan $ € [ sebarang, maka terbukti bahwa =, = y,,

untuk setiap o € I. Dengan demikian, diperoleh (2, )acr = (Ya)aer- Jadi, terbukti bahwa

f bersifat injektif.

(iv). Diambil sebarang y € M. Berdasarkan yang diketahui maka y = > y,, dengan y, €
aecl
M,, untuk setiap o € [ dan y, = 0 kecuali untuk berhingga banyak indeks /. Berarti

terdapat elemen (Y, )acr € @ M, sehingga memenuhiy = > y, = f((ya)ad). Jadi,
acl acl
terbukti bahwa f bersifat surjektif.

Dengan demikian, terbukti bahwa f merupakan suatu isomorfisma (R, S)-modul, sehingga
diperoleh M = @ M, O

ael

Jika (R, S)-modul M merupakan hasil tambah langsung internal dari (R, S)-submodul
M, di M untuk setiap o € I, maka M dinotasikan dengan M = € M,,. Lebih lanjut, diper-

acl
oleh bahwa setiap elemen 2 € M dapat dinyatakan secara tunggal sebagai x = > x, dengan
a€cl
ZTo € M, untuk setiap o € I dan x,, = 0 kecuali untuk berhingga banyak indeks /.

Kemudian, operasi penjumlahan dan pergandan skalar di dalam M = @ M,, didefinisikan

. . ael
sebagai berikut:

Zxa+zya ::Z<xa+ya)

a€cl a€el ael

dan

(S)or S

acl ael
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untuk setiap > o, > Yo € P My, 7 € R,dans € S.

acl acl acl

Contoh 1 Diberikan M;(7Z) merupakan (Z, Z)-modul. Diketahui bahwa himpunan-himpunan

T e e e

masing-masing merupakan (7Z, Z)-submodul di M5(Z). Oleh karena diketahui M>(Z) = K +
L+J,KNL=0,LNJ=0,dan K NJ = 0, maka diperoleh bahwa M5(Z) merupakan hasil
tambah langsung internal dari (Z, Z)-submodul K, L, dan J. Lebih lanjut, dinotasikan dengan
MyZ)=Ka&LaJ.

Apabila diberikan M merupakan suatu (R, .S)-modul serta M; dan M, masing-masing
merupakan (R, S)-submodul di M, maka hasil tambah langsung internal dari (R, S)-submodul
M, dan M, adalah M = M, & M. Selanjutnya, berikut disajikan definisi penjumlahan lang-
sung dari suatu (R, S)-modul M.

Definisi 5 Diberikan suatu (R, S)-modul M serta M, dan M, masing-masing merupakan
(R, S)-submodul di M. (R, S)-submodul M, disebut penjumlah langsung dari (R, S)-modul
M jika terdapat (R, S)-submodul My sedemikian sehingga memenuhi M = My & M.

Contoh 2 Diberikan M5 (Z) merupakan (Z, Z)-modul serta (Z, Z)-submodul K dan L di M5(Z)

dengan K = a b a,b,c € Zp dan L = 00
0 ¢ d 0

diketahui M5(Z) = K + L dan K N L = 0, maka diperoleh bahwa My(Z) = K & L.
Dengan demikian, (Z, Z)-submodul K dan L masing-masing merupakan penjumlah langsung
dari (Z, Z)-modul M(Z).

d € Z}. Oleh karena

III. PROYEKSI DARI (R, S)-MODUL

Apabila diberikan suatu (R, S)-modul M yang merupakan hasil tambah langsung internal
dari (R, S)-submodul A, dan M,, maka dapat didefinisikan suatu fungsi dari (R, S)-modul M
ke M;. Fungsi ini selanjutnya disebut proyeksi dari (R, S)-modul M pada M di sepanjang My
jika memenuhi persyaratan tertentu.

Definisi 1 Diberikan M merupakan (R, S)-modul memenuhi M = K & K’ dengan K dan
K' masing-masing merupakan (R, S)-submodul dari M. Proyeksi dari (R, S)-modul M pada
K di sepanjang K' adalah suatu epimorfisma (R, S)-modul Px : M — K dengan definisi
Pk (a+b) = a, untuk setiap a € K danb € K'.

Sebelum membahas lebih jauh mengenai proyeksi, apabila diberikan suatu fungsi f :
A — B dan himpunan tak kosong A" C A maka pembatasan fungsi f pada himpunan A’,
ditulis (f|A’), adalah suatu fungsi yang memetakan himpunan A’ ke himpunan f(A’) C B.

Selanjutnya, apabila diberikan (R, S)-modul M = K @& K’ dan Px merupakan proyeksi
dari (R, S)-modul M pada K di sepanjang K’, maka fungsi Py ini tunggal.

Proposisi 1 Jika diberikan (R, S)-modul M = K @& K', maka proyeksi dari (R, S)-modul
M pada K di sepanjang K' merupakan suatu epimorfisma tunggal Py : M — K dengan
(Pi|K) = 1k dan Ker(Pk) = K'.
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Bukti. Berdasarkan Definisi 1, diketahui bahwa Py merupakan suatu epimorfisma (R, .S)-
modul. Pertama akan ditunjukkan bahwa fungsi Px memenuhi (P |K) = 1x dan Ker(Pk) =
K'. Diketahui bahwa pembatasan fungsi Py pada K, yaitu (P |K), merupakan suatu fungsi
dari K ke Pg(K) dengan (Px|K)(k) = Pk(k) = k untuk setiap £ € K. Dengan demikian,
diperoleh bahwa fungsi ( Px|K ) memetakan setiap elemen k € K ke elemen k € K, sehingga
fungsi (P |K) tidak lain merupakan fungsi identitas dari K ke K, yaitu fungsi 1x. Jadi diper-
oleh bahwa fungsi (Pk|K) = 1. Selanjutnya, diperoleh bahwa:

Dengan demikian, terbukti bahwa Ker(Px) = K’. Selanjutnya, ditunjukkan bahwa fungsi P
tunggal. Misalnya, diambil proyeksi dari M pada K di sepanjang K’ adalah suatu epimorfisma
(R,S)-modul g : M — K yang memenuhi (g|K) = 1x dan Ker(g) = K'. Untuk setiap
k € K dan k' € K' diperoleh:

gk+K)=gk)+g9k)=k+0=k=Pg(k+k).

Dengan demikian, diperoleh bahwa fungsi ¢ = Pk. Jadi terbukti bahwa proyeksi dari M pada
K di sepanjang K’ merupakan suatu epimorfisma tunggal Py : M — K dengan (Px|K) =
1y dan Ker(Px) = K'. O

Contoh 1 Diberikan M5 (Z) merupakan (Z, Z)-modul serta (Z, Z)-submodul K dan L di M5(Z)

b
dengan K = “ a,bc € Zp dan L = 00
0 ¢ d 0

Contoh 2 diketahui bahwa (Z, Z)-modul M(Z) = K @ L. Proyeksi dari (Z, Z)-modul M(7Z)
pada K di sepanjang L adalah suatu epimorfisma (Z, Z)-modul Py : My(Z) — K dengan
Py (k +1) = k untuk setiap k € K dan [ € L. Selanjutnya, proyeksi dari (Z, Z)-modul M;(Z)
pada L di sepanjang K adalah suatu epimorfisma (Z,Z)-modul Py, : My(Z) — L dengan
P(k+1) =l untuk setiap k € K dan [ € L.

d € 7 ;. Berdasarkan

IV. KESIMPULAN DAN PENELITIAN LANJUTAN

Struktur (R, S)-modul merupakan generalisasi dari struktur (R, S)-bimodul. Pendefini-
sian hasil tambah langsung suatu (R, S)-modul dapat dilakukan dengan memperumum definisi
hasil tambah langsung suatu modul. Bedanya, jika pada modul definisi operasi perkalian skalar
pada himpunan hasil tambah langsungnya hanya dikenakan dari satu sisi saja, sedangkan jika
pada (R, S)-modul operasi perkalian skalar pada himpunan hasil tambah langsungnya dike-
nakan pada kedua sisi secara bersamaan. Selain itu, pendefinisian proyeksi dari (R, .S)-modul
juga dapat digeneralisasi dari pendefinisian proyeksi suatu modul. Ketunggalan proyeksi dari
suatu modul juga dipertahankan dalam proyeksi dari suatu (R, S)-modul. Lebih lanjut, hasil
dari penelitian ini merupakan suatu hal mendasar terkait konsep (R, S)-modul. Oleh karena itu,
hasil dari penelitian ini bisa sebagai rujukan dalam penelitian lanjutan terkait (R, S')-modul.
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