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Abstract. In the 7~ — semigroup generated from a semigroup, we can define some equivalence
relations called the Green relation. Furthermore, we can examine the relationship between the
Green relation on the 7~ — semigroup and the Green relation on its generating semigroup.

Keywords: 7~ —semigroup, the Green relation, generating semigroup.

Abstrak. Pada 7~ — semigroup yang dibangkitkan dari suatu semigrup, kita dapat mendefinisikan
beberapa relasi ekuivalensi yang disebut relasi Green pada 7~ — semigrup. Selanjutnya kita dapat
mengkaji keterkatitan antara relasi Green pada semigrup pembangkitnya.

Kata kunci: 7~ — semigrup, relasi Green, semigrup pembangkit.

1. PENDAHULUAN

Di dalam [1] telah didefinisikan gagasan tentang 4 — semigrup yang merupakan generalisasi
dari semigrup . Di dalam [2] telah dibahas relasi Green pada suatu semigrup dan beberapa aspek
yang terkait. Dalam [3] telah ditunjukkan bahwa setiap semigrup dapat membangkitkan suatu
I —semigrup. Sedangkan pembahasan tentang 7~ — semigrup telah diawali dalam [4]. Di dalam
[5] dibahas relasi Green pada 7~ — semigrup untuk membangun adjoint semigrup dari suatu 7~ —
semigrup. Dalam jurnal ini, didefinisikan relasi Green pada semigrup yang dibangkitkan dari
suatu semigrup dan dikaji keterkaitannya dengan relasi Green pada semigrup pembangkitnya.

2. RELASI GREEN PADA 7/ — SEMIGRUP

Misalkan (S,a) suatu semigrup dengan elemen identitas. Relasi Green pada (S ,a)

didefinisikan dengan
xL,y < Sax=Say

xR,y < xal =yaS

xJ,y <= SaxaS =SayasS
dan
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D,=L,oR,
H,=L,NR,
Relasi L,,R,,J,D, dan H , merupakan relasi ekuivalensi. Dalam [2] ditunjukkan bahwa

setiap elemen a € S mendefinisikan operasi biner pada S dengan
xa,y =(xaa)ay
= xa(aay)
untuk setiap x,y € S.
Jika [ = {aa |a eS } maka (S A ) merupakan 7" —semigup, yaitu 7/ —semigrup yang
dibangkitkan dari semigrup (S ,a). Berikut didefinisikan relasi L,.,R, dan J,. pada 7 —
semigrup (S,F).

Definisi 2.1 Misalkan (S A ) semigrup yang dibangkitkan dari semigrup (S ,a). Pada -
semigrup (S,F ) didefinisikan relasi L, ,R, dan J, sebagai berikut

xL,y<= SI'x=STy

xR,y xI'S=yl'S

xJ,py<= SI'xI'S=8IyIl's.

Pernyataan — pernyataan di bawah ini ekuivalen dengan Definisi 2.1:
xL,y < (Ip.geSATy.sel)(xyp=y5q)

xR,y <= (Ip.qeSATy.6€l)(prx=qdy)
xJ,y <:>(Elp,q,r,s eSAdy,o,uv ef)(pyxé‘q :r,uyvs).

Teorema berikut mudah ditunjukkan bahwa L., R, dan J, merupakan relasi ekuivalensi.
Teorema 2.2 Relasi L, ,R, dan J, pada I —semigrup (S,F ) merupakan relasi ekuivalensi.

Proposisi 2.3 Relasi L, ,R, dan J, pada I" —semigrup (S,F) memenuhi
xL,_y<:>(EIp,q eSAHy,5eF)(x:pyyAy=q5x)
xR,_y<:>(E|p,qeS/\EI;/,é'eF)(yyp/\y:qé'x)
ery<:>(EIp,q,r,s eSATy,o,u1v eF)(xzp}/yéq/\yzr,uxvs).

Bukti: Akan dibuktikan untuk L, sedangkan yang lain dengan cara yang sama. Misalkan xL,y
dari Definisi 2.1. maka S7'x=S7"y. Karena S memuat elemen identitas misalkan e maka
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y= e(ae)y =ea ,y €SI y. Ini berarti bahwa y e S7'x. Jadi ada g€ S dan O € [ sehingga
y =qox. Dengan cara yang sama dapat ditunjukkan ada p e S dan y € /" sehingga x = pyy.
Sebaliknya misalkan ada p,q € S dan y,8 € I" sedemikian sehingga x = pyy , y =¢dx, dan
ST'x = Sf(p)/y)
=(SI'p)yy
cSl'y
STy :SF(q5x)
= (SFq)&x
< STx.
Jadi S7"'x =8Iy berarti oL,y .

Relasi L, ,R, dan J, merupakan himpunan pasangan berurutan dari elemen — elemen S sebagai
berikut.

L, = {(x,y) eSx S|aL,.y}
R, ={(x,y)e SxS|aR,y}

Jr={(x.y)eSxS|as, y}
Komposisi antara L, dan R, .bersifat komutatif dan merupakan relasi ekuivalensi.

Proposisi 2.4 Relasi L, dan R, memenuhi L. oR, =R, oL,.

Bukti: Misalkan (x,y) €L, oR,, maka ada zeS§ sechingga (x,z) €L, dan (z,y) €ER,.
Menurut proposisi 2.3, maka terdapat p,q,r,s € Sdan y,0,u,v € I’ yang memenuhi pyx =z,
qoz=x,ruz=y.dan yvs =z.Misalkan z' = gSzur, diperoleh xur = qézur = z' dan
z'vs =qozurvs
=qoyvs
=qoz
=X.
Ini berarti (x,z’) € R, . Selanjutnya, goy =qozur =z".
prz'=pyqozur
= pyxur
=zur
= y.
Berarti (x,y) € R, oL,. Jadi diperoleh L, oR, < R, oL,.. Dengan cara yang sama dapat

ditunjukkan bahwa R, oL, cL.oR,.. Dengan demikian bisa disimpulkan bahwa
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ekuivalensi, begitu juga irisan antara L, dan R, merupakan relasi ekuivalen dan misalkan
D, =R, oL,
H,=R.NL,.o

Berikut ini diberikan teorema yang menggambarkan keterkaitan antara relasi pada (S , a) dengan

relasi pada (S,F) .
Teorema 2.5 Jika xL,y, xRy, dan xJ,y maka berturut — turut xL,y,xR;y, dan xJ .y .

Bukti: Dibuktikan jika xL,ymaka xL,y sedangkan yang lain sejalan. Misalkan xL,y maka
Sax = Say.Diambil sebarang pyx € S/ x maka ada c € S sehingga y = «, . Selanjutnya,
pPyx = pa.x
= ( pac) ax
=qax e Sax
c Sax
=Say
Sy
Jadi pyxe SI'y yang berarti S7'x < SI'y. Selanjutnya dengan cara yang sama diperoleh
STy < ST'x sehingga S7"y = ST x. Dengan kata lain xL,y.

Contoh 2.1 Diberikan S = {a,b,c, de,f } dan operasi biner assosiatif o sebagai berikut.

ala b c de f
ala a a a a a
bla bcde [
cla ccda a
dla d cd c¢ d
ela ee f a a
fla fefelf

Dari sini diperoleh relasi L, .
Saa={a,b}=Sab
Sac={a,c,e}=Sae

Sad ={a,d,f}=Saf.
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Sehingga

L, ={(a.a).(b.b).(c.c).(d.d).(e.e).(.f) (c.e).(e.c).(d.1).(f.d)}
Kelas — kelas dari L, adalah

La= {x € S|xLaa} = {a}

Ly = {x € S|xLab} ={b}

Le = {x € S|xLac} = {c,e} =Le

La :{xeS|xLad} :{d,f}z Ly
dan L = {L4, L», Lc, La} sehingga

R, ={(a.a).(b.5)(c.c).(d.d).(e.e).(f.1).(c.d).(d.c).(e.f). ] e}
Kelas — kelas dari R, adalah

Ra={a}, Rb = {b}, Re = Ra = {c,d}, Re = Ry = {e,f}
dan R = {Ra4, R», Rc, Ra}. Relasi J, diperoleh dari

SaaaS = {a},SabaS =SacaS=SadaS =SaeaS =SafaS = {a,b,c,d,e, }
Sehingga
; :{(a,a):(b;b),(b,C),(b,d):(bf),(b:f),(C’b)’(c’C),(ad),(c,e)’(c’f)’(d’b)’(dﬁ)}
©(dd)(de).(d.e).(eb).(ec)(ed).(e.f).(fb).(f.c).(f.d).(f.e).(f.])
Kelas — kelas J, adalah

Ja={a), b =Jc=Ji=Je=Jr={bcde,f}
dan

J={J,.J,}.
Sedangkan relasi

D, =R, oL, =J,

H,=R,NL, = {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(e,e),(f,f)}
Kelas —kelas H, adalah

H = {Ha, Hb, Hc, Hd, He, Hf}
dimana setiap kelasnya adalah himpunan singleton. Selanjutnya untuk setiap u € S didefinisikan
operasi biner «,pada S dengan

xa,y = (xau)ay =xa (uay)
Sehingga diperoleh 7 = {aa ,a,,a,,0, ,ae,af} dimana «, =a dan untuk (S ,a, ) merupakan
semigrup nol dengan xa,y=a untuk setiap x,y €S. Sedangkan untuk « ,a, a,dan a,
diberikan pada tabel berikut.
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ala b c d e f a,la bc d e f
alaccd aa alaaaa aa
blaccd a a bladcd c d
cla ccda a cladcd c d
d|la ccda a d|ladcd c d
ela e e f a a ela fef e f
fla e e f a a fla fef e f
ala bc d e f a,labc def
ala aaa a a alaaaa a a
blaee [ aa bla f e f e f
cla aaa a a cla aaa a a
d| accd a a d|ddcd c d
el|la aaa a a ela aaa a a
flaee f aa fla fef ef

Selanjutnya relasi L, diperoleh dari
Sr'a=U Sya={a}

yel”

Srb=U Syb=8

yel”

Sl'e=U Sycz{a,c,e}:SFe

yel”

Srd=U Syd={a,d,f}=SIf

yel
Sehingga diperoleh
Ly ={(a.a).(b.b).(c.c).(d.d).(e.e).(f.f) (c.).(ec).(d.f).(1.d)}
Kelas — kelas dari L, adalah
La={a}, Lb = {b}, Lc = Le = {c,e}, La= Ly = {d,f},
dan
L ={La, Lb Le, La}.
Sedangkan relasi R, diperoleh dari

al’S={a},bI'S=S,cI'S=dI'S={a,c,d},el'S=frS={aef}.

Sehingga diperoleh R, = {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(e,e),(f,f),(c,d),(d,c),(e,f),(f,e)} )
Kelas — kelas dari R, adalah
Ra ={a}, Ry = {b}, Rc = Ra = {c,d}, Re = Rr={e, f},

dan
R = {Ra, Rb, Rc, Ra’}
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Selanjutnya, relasi J, diperoleh dari
SrarS={a},SI'bI'S=SI'cI'S=SIdI'S=SIe['S=SIfI'S=S§.
Sehingga

)
Jr=3(c.b).(c.d).(c.e).(c.f).

Kelas — kelas dari J,. adalah

Ja={a}, Jb=Jec=Ja=Je=Jr={bcdef}, J={Ja Jb}
Selanjutnya, D, =R, oL, =J, dan H, =R, L, = {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(e,e),(f,f)}.
Kelas — kelas dari H . adalah

Ha = {a}, Hy = {b}, He = {c}, Ha = {d}, H. = {e}, Hr = {f},

dan
H= {Ha, Hb, Hc, Hd, He,]’[f}.

3. KESIMPULAN

Berdasarkan pembahasan di atas, diperoleh kesimpulan bahwa pada 7~ —semigroup telah
dapat didefinisikan relasi Green dan telah dapat ditunjukkan keterkaitan antara relasi Green pada
I —semigrup dengan relasi Green pada semigrup pembangkitnya.
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