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Abstract. In this paper, we discuss that in the approachable functions set can be defined a
complete norm. Furthermore, we obtained that all of approachable functions set is a Banach
Space.
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Abstrak. Pada artikel ini, dikaji bahwa pada himpunan semua fungsi terdekati dapat
didefinisikan norma yang lengkap. Selanjutnya diperoleh bahwa himpunan semua fungsi
terdekati merupakan ruang Banach.

Kata kunci: Fungsi terdekati, ruang bernorma lengkap, ruang Banach
I.  PENDAHULUAN

Pada artikel ini dibahas mengenai himpunan semua fungsi terdekati merupakan ruang
Banach. Dalam [1] telah didefinisikan mengenai partisi bertanda & — fine pada [a,b], dimana

O adalah suatu fungsi positif. Partisi bertanda & —fine merupakan bagian penting dalam
mengkostruksikan fungsi sederhana — o . Pada [3] telah didefinisikan mengenai fungsi

sederhana - o . Jika o adalah suatu fungsi positif pada [a,b]gR dan
ng:{([xifl,xi],ti)|i=1,2,3,..,n} partisi  bertanda & —fine pada [a,b]dan

n-1
CiCoyenensCy €R @5 (X) = 2C 2,1 (X) + a2y ) (X) disebut fungsi sederhana — &
i=1

[3]. Selanjutnya fungsi f :[a,b] — R dikatakan terdekati pada [a,b] jika untuk setiap
&>0, terdapat fungsi positif S, pada [a,b] sedemikian sehingga jika
P, = {([xi_l,xi ] .t )|| :1,2,3,..,n} adalah partisi bertanda 0 — fine maka terdapat fungsi

sederhana — P; @5 pada [a,b] sehingga ‘(pgg (x)—f(x )‘ < & . Himpunan semua fungsi

terdekati pada [a,b] ditulis dengan A[a,b]. Dari [2] diperoleh bahwa A[a,b] merupakan

ruang linier. Pada [3] telah didefinisikan fungsi bervariasi terbatas. Lebih lanjut dalam [4] telah
ditunjukkan bahwa suatu fungsi terdekati merupakan fungsi bervariasi terbatas.
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Dalam [5] telah didefinisikan mengenai ruang bernorma maupun ruang Banach. Pada
artikel ini, pada A[a,b] didefinisikan suatu norma yang lengkap. Lebih lanjut, diperoleh bahwa

A[a,b] merupakan ruang Banach.

1. RUANG BERNORMA DARI FUNGSI - FUNGSI TERDEKATI

Berikut diberikan teorema yang menjelaskan bahwa himpunan semua fungsi terdekati pada
[a,b] merupakan ruang bernorma.

Teorema 2.1. Diberikan A[a,b] himpunan semua fungsi terdekati pada [a,b]. Jika pada
Ala,b]didefinisikan fungsi |.|: A[a,b] > R dengan

@5, (X)= nici X101 (X) + Co i, oy (X) fungsi sederhana— &
i=1

0 5, l<isn

| ] = inf supsup {c \

sehingga |p, (x)— f (x)| < suntuk setiapx < [a,b]

maka | .| merupakan norma pada [a,b].
Bukti.

1. Jelas bahwa untuk setiap f € A[a,b]maka | f|[>0.

2. Jelas bahwa || f | = O jika dan hanya jika f =0.

3. Misalkan f € A[a,b]maka untuk sebarang & > O terdapat fungsi positif &, pada [a,b]
sedemikian sehingga jika P; ={[X_y,%].t;[i=12,3,..,n} adalah partisi bertanda ¢ -

n-1
fine maka ada fungsi sederhana ¢, (x)=2.Cx, (%) +Cixp .0 (X) pada [a,b]
i=1

sehingga ‘(pcgg(X)— f(X)‘ <&, dengan kata lain |Ci - f(X)| <& untuk semua
xe[x.,%]i=12,.,n.

4. Misalkan f,g € A[a,b]maka untuk sebarang & > Oterdapat fungsi positif &, pada
[a.b] sedemikian sehingga jika Py ={[x_;.x].t[i=12,3,..n} adalah partisi

n-1

bertanda & — fine maka ada fungsi sederhana — & @, (X)=2Ci 2501 (X)+ Co sy (X)

i=1

n-1
dan ¢5g (X):zdil[xi,l,xi](X)+an[xn,1,xn](X) SEhingga ‘¢5g(x)_ f(X)‘ <é& ,dan
i=1

‘(pég(x)— f(x)‘ <& untuk semua X €[a,b]. Ini berakibat untuk setiap i=12,..,n
berlaku
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¢+ <[ +[d

@5 (x)=§cig[x, i (X)€%, 0p (%) fungsi sederhana — &
=supsupqfc|| © i A
g I<i<n

sehingga ‘(p@_ (x)-f (x)‘ < euntuk setiap x €[a,b]

¢, (%) :Edil[x» 1] (X)+an[x X ](x) fungsi sederhana—&
+ Sup sup ‘dl‘ & Y i—1.Xi n—1Xn
Sz 1<i<n

sehingga ‘qﬁ&g (x)—f (x)‘ < euntuk setiap x €[a,b]

Sehingga untuk setiap fungsi positif o, berlaku
o +d[ <[ +]d]

s, (X) = nicil[x- o (X)+C 2, 01 (X) fungsi sederhana— &
= sup sup ‘Ci‘ G — i-1% 01X
Se I<i<n

sehingga ‘goag (x)-f (x)‘ < guntuk setiap x € [a,b]

¢, (x) = Edil[x- %] (X)+dn;([X . ](x) fungsi sederhana— &
+supsup<|d|| “~ i1 n-1n
Sz 1<i<n

sehingga ‘¢§g (x)-f (x)‘ < guntuk setiap x € [a,b]
Ini berakibat

Ps, (X):ECiZ[X' 1] (X)+an[x i ](x) fungsi sederhana — &
sup sup ‘Ci +di‘ ¢ i-1 =LA n-1%n
Sz I<i<n

sehingga ‘(psé_ (x)-f (x)‘ < euntuk setiap x € [a,b]

@5, (X)= ni € X 14 (X) + o Xy 1 4] (X) fungsi sederhana—&
i=1

< SUpsup-[c|
o sehingga ‘%-é. (x)-f (X)‘ < euntuk setiap x € [a,b]
¢, (x) = nidil[x» 1] (X)+dnz[x L ](x) fungsi sederhana — &
+ Sup sup ‘dl‘ & ~ i—1.Xi n—1Xn
Sz I<i<n

sehingga ‘¢(gg (x)-f (x)‘ < guntuk setiap x € [a,b]
Dengan kata lain,

n-1
@5, (X)= ZCiZ[x»_l,x-] (X)+Cn;([x i ](x) fungsi sederhana— &
|f +g] <supsup-|c| — i1 -

S, 1<i<n

sehingga ‘qo(yg (x)-f (x)‘ < euntuk setiap x € [a,b]

n-1

% (X):zdil[x- x-](X)+dn;([X X](x) fungsi sederhana— &
+supsup |di| ¢ = 1% n-1n

d; 1si<n sehingga ‘¢5g (x)— f (x)‘ < euntuk setiap x € [a,b]

http://dx.doi.org/10.14710/jfma.v2i2.37 78 p-1SSN: 2621-6019 e-I SSN: 2621-6035



m o JOURNAL OF FUNDAMENTAL MATHEMATICS
(N AND APPLICATIONS (JFMA) VOL. 2 NO. 2 (NOV 2019
(DIFMAD i (Nov 2019

‘ Available online at www.jfma.math.fsm.undip.ac.id

Selanjutnya untuk setiap 77 > 0 ada & > O sehingga

@, (X) = nicil[x. 1 (X)+Co Xy 1 ) (X) fungsi sederhana — &
|If +g|<supsupic|| A REURE i

5, 1<isn sehingga ‘(pég (x)-f (x)‘ < euntuk setiap x € [a,b]
&, (X):nidil[x- o () +d 7z, (x) fungsi sederhana— &
+sup sup ‘di‘ € = i1 n—1.%n
v sehingga |¢,. (X)— f (x)| < £ untuk setiap x e [a,b]

<(111+2 )+ (1l +2)

=[fl+lgl+=

Dari sini telah diperoleh bahwa | f + g| <] f||+|g||. Jadi A[a,b] merupakan ruang bernorma.
Selanjutnya ditunjukkan bahwa ruang bernorma A[a,b] adalah lengkap.

Teorema 2.2. Ruang bernorma A[a,b] adalah lengkap.
Bukti.

Diambil sebarang barisan Cauchy ( f,)pada A[a,b]. Untuk sebarang bilangan 77 > Oada

bilangan asli N, sehingga jika m,n > N, maka berlaku || f, — f_ | < 7 . Dengan kata lain,

i=1

£>0 5, Is<isn

sehingga

P, (x) = ican){[x. %] (x) dan ¢, (x)= icim/’t’[x- ] (x)fungsi— fungsi sederhana— &
inf supsupsc, —c|| 1% 2 s 1% <

@, (X)= 1, (x)‘ < gdan‘qomg (x)— fo (x)‘ < guntuk setiap x € [a,b]

Ini berarti ada £ > O sehingga

5y lsi<n

sup sup {cm — Cin

@, (x)= icin;([x_ 1] (x) dan ¢, (x)= icim;([x_ 1] (x)fungsi— fungsi sederhana— 5}
’ = . ¢ i1 R <n

sehingga

. (X)— £, (X)| < £dan|g,, (x)— f, (x)| < suntuk setiap x  [a,b]

Selanjutnya untuk sebarang o, dan 1 <1 < n memenuhi |Cin — Cim| < n7 atau untuk setiap o,

diperoleh ‘

@, (X) = &, (X)H <77 untuk setiap X € [a,b] . Selanjutnya diperoleh

fn (X)_ fm (X)| < fn (X)_(png (X)‘+
<e+n+e

oy (X) = @, (X)) |0, ()= £ (%))
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Karena & dan n berlaku sebarang maka ( f, (X)) merupakan barisan Cauchy bilangan riil yang

berarti ( f, (X)) konvergen ke suatau bilangan f (X) , untuk setiap x €[a,b]. Selanjutnya
untuk sebarang & > 0O ada bilangan asli N_ dan fungsi positif o, sehingga jika n = N_

memenuhi | f (x)— f, ()| <§ untuk setiap x € [a,b]dan jika @, fungsi sederhana — &

memenuhi

f.(X)— o, (x)‘ < % . Selanjutnya diperoleh

‘f (x)— g, (x)‘ <|f(x)— f, (x)|+

1. PENUTUP

f.(x)— Ps, (X)‘ <eg.

Berdasarkan pembahasan di atas, diperoleh kesimpulan bahwa himpunan semua fungsi terdekati
merupakan ruang Banach.
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