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Abstract. An integral Dunford and an operator on Dunford integrable functional
space have discussed in this article. The results were shown that the Dunford
integrable functional space was a linear function. For every Dunford integrable
function on a closed interval, there is an operator that is linear bounded and weak
compact operator, whereas the its adjoin operator is also linear bounded and weak
compact. An operator is weak compact if and only if its adjoin operator is weak
compact. Furthermore, the norm of this operator was equal to the norm of its adjoin
operator.

Kata kunci: Dunford Integral, Linear Bounded Operator, Weak Compact
Operator

Abstrak. Pada artikel ini dibahas tentang integral Dunford dan operator pada ruang
fungsi terintegral Dunford. Diperoleh hasil bahwa ruang fungsi yang terintegral
Dunford merupakan ruang linear. Untuk setiap fungsi yang terintegral Dunford
pada suatu interval tertutup, terdapat suatu operator yang bersifat linear terbatas dan
operator kompak lemah, sedangkan operator adjoint-nya juga merupakan operator
linear terbatas dan kompak lemah. Suatu operator bersifat kompak lemah jika dan
hanya jika operator adjoint-nya kompak lemah. Lebih lanjut, didapatkan bahwa
norm operator tersebut sama dengan norm operator adjoin-nya.

Kata kunci: Integral Dunford, Operator Linear Terbatas, Operator Kompak
Lemah

I. PENDAHULUAN

Salah satu kajian pokok dalam bidang analisa matematika adalah teori integral disamping
operator [1, 2]. Dalam teori integral dikenal dua proses pengintegralan, yaitu secara deskriptif
dan secara konstruktif. Integral deskriptif didefinisikan sebagai anti-derifatif (anti turunan),
konsekuensi dari type integral ini bahwa fungsi-fungsi yang mempunyai turunan dapat
diitegralkan. Contoh integral type deskriptif adalah integral Newton [3]. Sedangkan integral
konstruktif didefinisikan secara konstruktif, artinya dibangun berdasarkan partisi. Integral ini
salah satunya dibangun berdasarkan partisi yang dikenal sebagai integral tipe Rieman. Seperti
integral Riemann, integral McShane, integral Henstock dan lain sebagainya [3, 4].

Integral Lebesgue didefinisikan berdasarkan fungsi sederhana pada sebarang himpunan
terukur £ . Integral Lebesgue ini ekuivalen dengan integral McShane [4]. Sedangkan integral
McShane ekuivalen dengan integral Henstock Mutlak [3]. Oleh karena itu, integral Lebesgue
ekuivalen dengan integral Henstock Mutlak.
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Integral Dunford didefinisikan sebagai fungsi terukur lemah f dari interval tertutup / ke
ruang Banach X ( f:7 — X) sedemikian sehingga untuk setiap x € X~ (X adalah ruang

dual X ) fungsi bernilai real x f: 1 — R terintegral Lebesgue [5]. Jaminan untuk integral ini
adalah Lemma Dunford [5]. Kemudian intergral Dunford diperluas ke dalam integral
Henstock, yaitu fungsi bernilai real x" f -nya diperumum dari integral Lebesgue menjadi
integral Henstock. Integral ini dikenal sebagai integral Henstock-Dunford [6].

Kajian integral Henstock-Dunford pada ruang dimensi satu R telah digeneralisasi ke
dalam ruang Euclide R" [7]. Kajian integral Henstock-Dunford pada R sejauh ini sebatas
sifat-sifat sederhana, Teorema Perluasan Harnack dan Teorema kekonvergenan [6]. Kajian
lebih lanjut dibahas perluasan Harnack dan sifat Cauchy dalam ruang Euclide R" [8], dan
beberapa sifat-sifat small Riemann sumsnya yaitu locally, globally, functionally, dan
essentially small Riemann sumsnya [9, 10, 11]. Kemudian dikaji juga tentang sifat fungsi
primitifnya terkait dengan sifat fungsi kontinu mutlak, fungsi kontinu mutlak kuat, dan
generalisasinya, serta kaitannya sifat fungsi bervariasi terbatas, bervariasi terbatas kuat, dan
generalisasinya [12, 13]. Kajian selanjutnya terkait integral Henstock-Dunford pada [a,b]
adalah kekonvergenan barisan fungsi terintegral Henstock-Dunford pada [a,b], bahwa untuk
menjamin fungsi f  terintegral Henstock-Dunford dan limit barisan sama dengan nilai

fungsinya maka barisan fungsi yang terintegral Henstock-Dunford harus konvergen seragam
atau konvergen lemah dan monoton lemah serta limitnya ada atau barisan fungsinya
konvergen lemah dan terbatas [14]. Kemudian dibahas juga posisi integral Henstock-Dunford
terhadap integral Henstock-Bochner. Diperoleh bahwa setiap fungsi yang terintegral
Henstock-Bochner maka fungsi tersebut juga terintegral Henstock-Dunford tetapi sebaliknya
belum tentu berlaku, sedangkan integral Henstock-Dunford ekuivalen dengan integral
Henstock Lemah [15].

Berdasarkan hasil kajian terkait integral Dunford dan integral Henstock-Dunford penulis
akan mengkombinasikan kajian teori integral dan teori operatornya. Khususnya akan ditinjau
operator yang digunakan untuk membangun integral Dunford. Kemudian dikaji beberapa
sifat dari operator yang dikontruksinya.

II. FUNGSI TERUKUR LEMAH

Diberikan fungsi bernilai Banach pada interval tertutup [a,b]. Berikut ini didefinisikan
fungsi terukur bernilai Banach dan fungsi terukur lemah beserta teorema yang terkait.

Definisi 2.1 Fungsi f:[a,b] > X dikatakan sederhana jika ada himpunan terukur
4, cla,b], i=1,2,...,n sehingga A, " A, =D, untuk setiap i # j

dan [a,b]= UAI. , dengan f(x) =y, €eX untuk xe A,i=1,2,...,n, yaitu fungsi f adalah

i=1

fungsi konstan pada himpunan terukur A..

Himpunan atau koleksi semua fungsi sederhana pada [a,b] dinotasikan dengan
J ( u, X ) =J. Jelas bahwa J merupakan ruang linear (ruang vektor). Jika f adalah fungsi

sederhana maka || f || . ‘[a,b] > R juga merupakan fungsi sederhana. Berdasarkan fungsi
sederhana, dapat didefinisikan fungsi terukur sebagai berikut.
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Definisi 2.2 Fungsi f :[a,b]—> X dikatakan terukur jika ada barisan fungsi sederhana
(fn),f,, € J,neN sehingga

i/, (1)~ (1), 0.

n—0

untuk setiap t €[a,b].

Berdasarkan Definisi fungsi terukur, jika f fungsi sederhana pada [a,b] maka f
merupakan fungsi terukur pada [a,b]. Selanjutnya jika fungsi f :[a,b]— X terukur maka

fungsi bernilai real || f ||  ‘[a,b] > R juga merupakan fungsi terukur.

Teorema 2.3 Jika f :[a,b]—> X fungsi terukur maka fungsi real ||f||X :[a,b] > R fungsi

terukur.

Bukti: Karena f:[a,b]— X fungsi terukur, maka ada barisan fungsi sederhana
(f,), f,€J,neN schingga

im () 0], =0

n—0

untuk setiap fe[a,b]. Karena f, fungsi sederhana untuk setiap »neN, maka

Jully Juga
merupakan fungsi sederhana untuk setiap n € N. Oleh karena itu f, fungsi terukur, sehingga

17 O, =7 @l <l )= 7 ()
untuk setiap 7 €[a,b]. Hal ini berarti bahwa 11_1)1; an (Z)HX _ Hf(t)‘

X’

o yaitu || f || . terukur. O

Selanjutnya diberikan definisi mengenai fungsi terukur lemah.

Definisi 2.4 Fungsi f :[a,b]— X dikatakan terukur lemah jika untuk setiap x" € X fungsi
real x' ( f ) :[a,b] > R terukur.

Menrut Definisi 2.4 dan Definisi 2.2 maka dapat diperoleh bahwa setiap fungsi terukur
merupakan fungsi terukur lemah.

Teorema 2.5 Jika f:[a,b] > X terukur, maka f :[a,b]—> X terukur lemah.

Bukti: Karena f :[a,b] > X terukur maka ada barisan fungsi sederhana (f,), f, € J,neN
sehingga
tim |7, (1) =7 ()], =0,
untuk setiap ¢ €[a,b]. Diambil sebarang x € X, maka berlaku
(A O=F O] A 0-7 O,
Karena lim an (t)—f(t)HX =0, maka lim ‘x* (fn (t)—f(t))‘ =0. Jadi, ada barisan fungsi
sederhana ( f,), f, € J,neN sehingga

*

X

X
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tim|x" (1, (1)~ £ (1))| = 0.

untuk setiap ¢ €[a,b]. Hal ini berarti x° ( f ) :[a,b] = R terukur untuk setiap x € X .
Jadi, f:[a,b]—> X terukur lemah. O

Melalui fungsi terukur lemah akan dikontruksi lemma yang akan menjamin eksistensi
dari integral Dunford.

Lemma 2.6 (Dunford) Jika fungsi f :[a,b]— X terukur lemah dan untuk setiap x € X~
fungsi bernilai real x ( f ) :[a,b] > R terintegral Lebesque, yaitu x ( f ) € L,, maka untuk
setiap himpunan terukur A c[a,b] terdapat tunggal x(*: 5 € X" sehingga

G (¥)=]x (1)
A
untuk setiap x" € X"

Bukti: Diambil sebarang himpunan terukur 4 < [a,b], maka untuk setiap x € X diperoleh
jx*f: J X fx,-
A [a,b]

Didefinisikan fungsi 7,:X — L, fungsi dari dual ruang Banach X ke ruang fungsi
terintegral Lebesgue oleh

T, (X*) ZX*fZA )
untuk setiap x* € X" . Selanjutnya didefinisikan fungsi F,: X~ — R oleh,

FA(x*):J-x*f: I Xfy,
4 [a,b]

Diperoleh bahwa F, merupakan fungsional linier pada X ", yaitu untuk sebarang x*,y" € X~
dan sebarang skalar ¢ € R berlaku

F(x+y )= [(x"+y ) f =[x r+[sr
A A A
=F, (x*)+FA (y*),

F, (cx*) = J(cx*)f =cJ.x*f =cF, (x*) .

A A
Misalkan untuk sebarang barisan {xn} c X" yang konvergen ke x €X maka dapat
ditunjukkan bahwa barisan {T ) (xn )} akan konvergen ke g € L, yaitu

lim [,/ [ =0-

A

Menurut Teorema Riez terdapat subbarisan {x;k },k eN dari {x:} sedemikian sehingga

%, (£ () 24(x)) > g (x), b >0
untuk setiap x €[a,b]. Oleh karena x, (f(x) X4 (x)) —>x (f(x) X (x)), n — oo untuk setiap
x €[a,b]. Hal ini berarti bahwa g(x) =x (f(x) X4 (x)) untuk setiap xe[a,b] dan
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x (fx,)€L,. Dengan kata lain bahwa T,:X — L tertutup. Menurut Teorema Graph
Tertutup Banach (Banach closed graph theorem) maka operator 7, terbatas. Dengan
demikian

J<7

FA(x*)‘:A S!‘x*f‘leA(x*)

| (<), <l

Jadi,
Jx7

A

<7<

Oleh karena itu, J. x f merupakan fungsional linear kontinu pada X~ yang pendefisiannya
A

sk
eX .o

ok

oleh x,

III. INTEGRAL DUNFORD
Berdasarkan Lemma Dunford, maka dapat didefinisikan integral Dunford sebagai berikut.

Definisi 3.1 Fungsi f :[a,b]—> X dikatakan terintegral Dunford pada [a,b], jika untuk
setiap x €X' fungsi real x*( f ):[a,b] —> R terintegral Lebesque dan untuk setiap
himpunan terukur A c [a,b] terdapat x(*; 2 € X" sehingga
5 ()= (@) ]2 (7).
A
untuk setiap x" € X .

Nilai integral Dunford (D)I f, fungsi f atas himpunan terukur 4 c[a,b] diberikan oleh
A

£

Xra)
G =(D)[
A
) (x) = (L)Ix* (f), untuk setiap x eX . Himpunan semua fungsi f

A

terintegral Dunford pada [a,b] ditulis f € D[a,b]. Jika f:[a,b] > X dan f e D|a,b]
berarti bahwa x (/)€ L, untuk setiap x € X .

e X", yaitu

. kk
di mana Xf.4

Teorema eksistensi ketunggalan nilai suatu integral Dunford.

Teorema 3.2 Jika f € Dla,b], maka untuk setiap himpunan terukur Acla,b] vektor

sk

X € X" tunggal.
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Bukti: Diberikan sebarang himpunan terukur 4 c[a,b]. Andaikan terdapat vektor

k% k3k 3k
e X dan x

2fa) € X maka

*i(7.4)

X(r (x*) = (L)J'x* (f) dan

A

X ()= (L) [ (/).
A
Oleh karena itu

X(r.4) (x* ) ~Xy1.4 (x)

:(L)J;x (f)—(L)J;x*(f):O,Vx*eX*.

. sk Kok
Jadi x

1(£.,4) o

= xz(f’A) .

Teorema 3.3 Jika fungsi f terintegral Dunford pada [a,b], maka f terintegral Dunford
pada A untuk setiap himpunan terukur A C[a,b].

Bukti: Jelas menurut Definisi 3.2.1. O

Contoh sederhana suatu fungsi yang terintegral Dunford pada [a,b] adalah fungsi konstan.

Contoh 3.4 Diberikan fungsi konstan f (x) =c untuk setiap x €[a,b], maka f terintegral
Dunford pada [a,b]. O

Teorema 3.5 Fungsi f terintegral Dunford pada [a,b] jika dan hanya jika untuk setiap
x € X fungsireal X' f terintegral Lebesgue pada [a,b].

Bukti: Diketahui fungsi f terintegral Dunford pada [a,b] maka untuk setiap x" € X fungsi
real x" f terintegral Lebesgue pada [a,b].

Sebaliknya jika fungsi real x" f terintegral Lebesgue pada [a,b] maka f terintegral Dunford
pada [a,b]. O

Contoh 3.6 Jika f terintegral Lebesgue pada [a,b], maka f terintegral Dunford pada [a,b]

Contoh 3.7 Jika f terintegral Riemann pada [a,b], maka f terintegral Dunford pada [a,b].
Hal ini karena setiap fungsi terintegral Riemann maka terintegral Lebesgue. Selanjutnya jika
fungsi f terintegral Lebesgue maka untuk setiap x € X~ fungsi bernilai real x f juga
terintegral Lebesgue. Oleh karena itu fungsi f terintegral Dunford. m

Koleksi semua fungsi f yang terintegral Dunford pada [a,b], dinotasikan D[a,b]
merupakan ruang linear.

Teorema 3.8 D[a,b] adalah ruang linear.
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Bukti: Diambil sebarang f,g € D[a,b] dan sebarang ce R. Ditunjukkan bahwa
f+geD[a,b] dan cf € D[a,b]. Karena f,g e D[a,b] maka untuk setiap x € X fungsi
real x f dan x'g terintegral Lebesgue pada [a,b]. Oleh karena itu untuk setiap x € X~
x*( f+ g):x* f+x'g terintegral Lebesgue pada [a,b]. Jadi, fungsi f+g terintegral
Dunford pada [a,b], yaitu f +g € D[a,b].

Karena f € D[a,b] maka untuk setiap x € X fungsi real x f terintegral Lebesgue pada
[a,b]. Oleh karena itu untuk sebarang skalar c e Rdan untuk setiap x € X~ fungsi
x*(cf )z cx' f terintegral Lebesgue pada [a,b]. Jadi, fungsi cf terintegral Dunford pada
[a,b], yaitu c¢f € D[a,b].

Jadi, ¢f € D[a,b] ruang linier. O

IV. OPERATOR PADA RUANG FUNGSI TERINTEGRAL DUNFORD

Berdasarkan bukti dari Lemma Dunford, dapat dikontruksi operator pada ruang fungsi
terintegral Dunford. Diketahui L, adalah ruang fungsi terintegral Lebesgue pada [a,b], X

ruang Banach, dan X~ dual dari X . Didefinisikan operator T: X~ — L, oleh
T (x*) =x ( f )
untuk setiap x" € X . Operator T seperti pada definisi tersebut merupakan operator linear

terbatas atau linear kontinu.

Teorema 4.1 Operator T merupakan operator linear terbatas.

Bukti: Diambil sebarang x,y € X~ dan sebarang c € R diperoleh
T(x*+y*):(x*+y*)(f)
=x (f)+¥"(f)
:T(x*)+T(y*),
dan
T(cx*) :(cx*)(f) =cx’ (f) =cT(x*) .
Jadi operator 7 linear. Lebih lanjut menurut Teorema Banach Graf Tertutup, operator 7

terbatas. O

Lemma 4.2 Dual dari L, adalah L, yaitu L, =L, .

Bukti: Untuk setiap y = { yn} € L, dibentuk fungsional F, pada L, dengan rumus

F;(X)=lenyn.

Diperoleh bahwa F, linear, yaitu untuk sebarang x = {xn} ,Z= {Zn} € L, dan sebarang skalar
c € R berlaku
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dan
F(ex)= X (ex, )3, =e3(x),
=cF, (x)

Diperoleh juga bahwa F, kontinu, yaitu
Untuk setiap x ={x,} € L, berlaku

()=,

Jadi setiap y = { yn} € L, menentukan dengan tunggal fungsional linear kontinu F, pada L,

<[]

atau L, c L. Sebaliknya, diambil sebarang fungsional linear kontinu F pada L,. Untuk

setiap x = {xn} € L, dapat direpresentasikan oleh

dengan e, = {0,..., 1 ,O,...,O}. Karena F linear, maka diperoleh
ken

F(x)=F(§xnenj=gan(en).

Hal ini berarti bahwa F (x) merupakan kombinasi linear dari barisan bilangan {F (en )} atau
fungsional linear kontinu F bergantung pada barisan bilangan {F (e, )} .

Selanjutnya karena F kontinu, maka ‘F (x)‘ terbatas, yaitu ‘F (x)‘<oo. Menurut

Ketaksamaan Cauchy-Schwartz, diperoleh
‘F(x)‘ = F(ixnenj
n=1

<o, supl ()

0

2%, (F(e,))

n=1

Supaya F(x) terbatas, maka haruslah sup

nx1

F (en)‘<oo. Hal ini berarti bahwa

y:{T (en )} e L, . Jadi, setiap fungsional linear kontinu F pada L, menentukan dengan
tunggal vektor y = {T (en )} el ,yaitu I, L.

Jadi, karena L, c L, dan I, c L, maka L, =L .0

Misalkan X~ dual kedua dari X . Didefinisikan operator 7" : ; = X" oleh
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b b
7' (¢)(x')=[eT (x) =& (1)
untuk setiap g € L, = L, . Operator T~ disebut operator adjoint pada L, .

Teorema 4.3 Operator adjoint T~ merupakan operator linear terbatas dan
1=

Bukti: Operator adjoint 7~ linear, yaitu untuk sebarang g,,g, € L, = L, dan sebarang skalar

¢,¢, € R berlaku

b
T (Clgl +c2g2)(x*) = J-(Clgl +c2g2)T(X*)

= j[(clng(x* ) +c,g,T (x*))

e [(ar () e [(£7(¥)

a a

=CIT*(gl)(x*)+czT*(g2)(x*).
Karena f=T" (g) dan ||f|| < ||g||||T|| maka diperoleh HT (g)” = ||f|| < ||g||||T||
Jadi, HT *H <|7|. Untuk setiap x, =6 € X" terdapat g, € X™ dengan
ol =1 dan (7 () =7 ()]
Jadi,
& (7)) =" (2)(x)-
Katakan f, =7 (g,) dan diperoleh
[l = 807 (30) = 4 (55) < <]
= |7 goflls <7 Theolll=].
Karena ||g0|| =1, sehingga untuk setiap x, #60 € X berlaku HTx;H < HT*HH)CSH . Jadi, ||T|| < HT*H
Karena ||T|| < HT*H dan HT*H < ||T||, maka HT” = ||T|| m]

Teorema 4.4 Diketahui fungsi f:[ab]— X terintegral Dunford pada [a,b], maka
pernyataan-pernyataan berikut ekuivalen:
1) Operator T: X — L, merupakan operator kompak lemah (weakly compact).

2) Operator adjoint T" :L, - X~ merupakan operator kompak lemah.
3) Himpunan {x* (f )‘ x €B (X )} c L, terintegral seragam, yaitu
lim |x"(f)=0,

a(4)—->0 "

seragam untuk setiap x" € B (X ) .
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4) Indefinit integral Dunford v(A) adalah countably additive, yaitu jika A, <[a,b], neN

himpunan terukur yang saling asing maka

{Ua -3,

n=1
di X~ (deret Zw:v(An) konvergen di X").
n=1

Bukti: Menurut Teorema Gantmacher’s, Operator 7 kompak lemah jika dan hanya jika
operator adjoint 7~ juga kompak lemah. Jadi 1) dan 2) ekuivalen. Diberikan himpunan

T(B(X*))={x*f‘x* eB(X*)}cLI.
Karena f terintegral Dunford pada [a,h] maka untuk setiap x e X fungsi real x f
terintegral Lebesgue pada [a,b], yaitu x f € L, sehingga diperoleh

A= Rl

untuk setiap x eB(X *). Karena operator T terbatas, maka himpunan T (B (X *)) juga

<l <=

1
a(A4

terbatas. Himpunan 7 (B(X )) c L, adalah kompak lemah jika dan hanya jika } 1)’1’10 x f
A
seragam untuk setiap x € B (X ) Hal ini berarti 3) ekuivalen 1). Diketahui bahwa 3)

terpenuhi, maka %gno _”x* f ‘ =0, seragam untuk setiap x € B(X ) Berarti untuk setiap
A

n >0 terdapat £ >0 sedemikian sehingga

() ()|=|[x ()

A

untuk setiap x" € B(X*). Jika or(A4) <& maka diperoleh HT(;(A )H <n.lJika 4, c[a,b] untuk

<n

setiap » € N himpunan terukur yang saling asing dan 4 = U A, , maka

n=l
) N
},I_IBOO‘(A_UAJ:O‘

n=1
Akibatnya
V(A — LNJ A, j =
n=1 X"
N
_ U A

N
A "j U U A, , maka
n=1 n=

lim 0.
N—>w

Karena 4=

7\

T =T . T\ 7,
(24) N ESY
* N *
=T . T
ZA—UAn +; (ZA )
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dan
. ul . N
kgv@n—zp@@ﬂzkgvﬂm{Jajzo.

n=1

Jadi, v(A) countably additive.

Andaikan 3) tidak berlaku, maka terdapat & >0 dan barisan himpunan terukur {An} cla,b]

untuk setiap n e N dengan a(4,) —> 0, n— o dan
[JeAl>k,
AVI

untuk suatu x, € B (X *) :

Karena himpunan terukur 4, berukuran menuju 0, maka ada kemungkinan subbarisan dari
A, dan asumsikan bahwa m <n sehingga diperoleh

] <=

n+l *
A, 2

<

Katakan £ =4, — U A,; E, c[a,b] himpunan-himpunan terukur dengan £ NE, =J,n#1

m<n

-
Jn

m<n

dan

k
>—.
2

x.f

xf|= | S

J

EVI

Aﬂ
Jadi, terdapat B, — £ himpunan terukur yang saling asing sehingga

[ s

BVI

k
>—.
4

‘>§, untuk setiap neN. Jadi, deret iT*()(Bn):iv(Bn)

n=1 n=1

Dengan demikian HT *( )(Bn)

tidak konvergen. Hal ini berarti 4) tidak memenubhi.
Jadi, 3) ekuivalen 4). o

V. KESIMPULAN
Berdasarkan hasil pembahasan yang diuraikan dalam bentuk beberapa teorema maka
dapat diambil kesimpulan bahwa koleksi semua fungsi yang terintegral Dunford merupakan
ruang linear dan untuk setiap fungsi f yang terintegral Dunford pada [a,b], maka operator

T dengan formula T (x*) =x ( f ) merupakan operator linear terbatas dan operator kompak

b
lemah. Sedangkan operator adjoint 7", dengan rumus T ( g)(x*)zj gx (f) juga
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T\
‘n, S,

merupakan operator linear terbatas dan kompak lemah. Operator 7 kompak lemah jika dan
hanya jika operator adjoint 7~ kompak lemah. Lebih lanjut HT H = ||T ||
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