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Abstract. In a ring with involution, it is possible to collect elements that are commutative
with elements obtained from the results of the involution operation on itself. Such elements
are called normal elements. On other hand, rings with involution have elements that have
Moore Penrose inverse. Elements that have Moore Penrose inverse are not always normal.
This paper discusses the necessary and sufficient conditions for elements that have Moore
Penrose inverse is normal. The method used is determine set of elements that have Moore
Penrose inverse. Then take normal elements and determine sufficient conditions. Investigate
whether the sufficient condition is a necessary condition. If yes, we obtain the necessary and
sufficient condition. If not, determine else sufficient conditions for can be added to obtain the
necessary and sufficient conditions.
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I. PENDAHULUAN

Struktur aljabar ring yang dibahas pada tulisan ini adalah ring dengan elemen satuan yang
dilengkapi dengan involusi. Involusi pada ring menurut [1],[2],[3],[4],[5],[6] merupakan
fungsi pada ring yang didefinisikan sebagai berikut. Jika R adalah ring dengan elemen
satuan dan a € R. Suatu operasi involusi "+" pada ring R adalah fungsi *:a € R » * (a) =
a® € R yang memenuhi

(@) =a (a+b)'=a"+b" (ab)* =b*a”
untuk setiap element a, b di R. Selanjutnya simbol R untuk ring dengan elemen satuan yang
dilengkapi dengan involusi. Menurut [7],[8],[9],[10],[11] jika a € R dan memiliki sifat
a*a = a a*, maka a dikatakan normal. Himpunan semua elemen normal di R disimbolkan
dengan R™°". Para peneliti [12], [13],[14], [15], [16] mendefinisikan invers Moore Penrose
elemen a suatu ring R dengan involusi "" adalah elemen b € R yang memenuhi:
aba = a, bab = b, (ab)* =ab, (ba)* = ba.
Elemen b yang memenuhi persamaan (1) disebut invers Moore Penrose dari a dan
disimbolkan dengan a*. Himpunan elemen di R yang mempunyai invers Moore Penrose
disimbolkan dengan R™. Sifat sifat utama dari a € R*oleh D. Mosic, dkk [10] diberikan
sebagai berikut :
1. a* € RY, dengan (a*)* = (a*)*

2. a*=a*aa” =ataa’

3. a*a € RY, dengan (a*a)* = a*(a*)*

4. aa* € R*,dengan (aa”)™ = (a*)*a”

Diberikan fenomena pada M,,,(R) yaitu himpunan matriks berukuran 2X2 atas bilangan
riil R dengan involusi transpose "T".
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. Akan tetapi yang membedakan dari kedua contoh

NIRN|R

: 10 1 17.. 1 0171 0" _r1 01"f1 o
diatas adalah [9 2] norrrTlal, sementara [O 0] tidak. [0 2] [0 2] = [0 2] [0 2] dan
1 1771 1 1 1701 1 o
[ 0 O] [ 0 ol * [0 0 [0 O]' Tulisan ini membahas syarat perlu dan cukup elemen pada
ring R adalah elemen normal yang dibatasi hanya pada elemen di R yang mempunyai invers
Moore Penrose.

II. PEMBAHASAN

Pada bagian pendahuluan sudah dijelaskan bahwa jika a memiliki invers Moore Penrose,
maka a*a dan a a* juga demikian. Selanjutnya diperoleh bahwa jika a normal, maka a*a
dan a a* normal.

a*a(a*a)* =a*aa*(a* )" =a*aa’a =a*(a* )*'a*a = (a*a)"a*a.
aa*(aa*) =aa*(a*)'a* =(a") a'aa* =aa*aa” = (aa*)'aa”.
Hasil ini menjelaskan bahwa jika a memiliki invers Moore Penrose dan normal, demikian
jugaa*adanaa’.
Selanjutnya diambil a € R* , dengan x € R dan ax = xa. Diperoleh
a*x = ataa*x = atatxa = atatxa’a®t = ataxa(at)? = ax(a*)? = xa*t
Hal ini memberikan arti bahwa jika a € R*, maka a* komutatif dengan elemen yang
komutatif dengan a. Sudah dijelaskan sebelumnya bahwa jika a € R* maka a*a dan a a*
anggota R™, sehingga dapat disimpulkan (a*a)* komutatif dengan elemen yang komutatif dengan
a*a. Demikian juga (a a*)* komutatif dengan elemen yang komutatif dengan a a*. Oleh
karena jika @ € R™", maka a komutatif dengan a*a dan a a*. Sehingga untuk a € R*jika a €
R™7" maka
a(a*a)t = (a*a)*a
dan
a(aa®)t = (aaM*a

Seperti sudah disampaikan sebelumnya, bahwa jika a € R*, maka belum tentu a normal.
D. Mosic dkk [10] menjelaskan syarat cukup a normal.

Lema 1. Diketahui a € R*. Jika a normal maka a*a* = a*a*.

Bukti :

ata* =ataata’ = at(aat)*a* =a*(a*)a*a* =a*(a*)*aa* =a*t(ataa)aa*
=a*t(aa™)(aH)*aa* =ataa*(aH)*aa* =a*aa*(a)*taa* =a*aata*taa’
=(a*ta)'atataa* =a*(at)*atataa* =a*(a)tatataa* = a*atatataa’
=a*ata*t(ata)* a* = a*atata*(a*)* a* = a*atata*(a")" a’
=a*ata*a*a® a* = a*atataat a =a*atata = a*a*(ata)* = a*ata*(a*)*
=a*a*ta*(a*)* = a*ataa*
=a*a*
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Pernyataan pada Lema 1 tidak berlaku sebaliknya. Sebagai contoh pada A = [(1) (1)] €
1 0]

2 =
1
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] € M,,,(R) dengan involusi transpose "T", diperoleh bahwa
1 1 1 1
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M,,,(R) dengan involusi transpose "T", diperoleh bahwa A* =

NI= N -

]dan ATAT =

0

ATA™. Sedangkan A tidak normal, sebab AAT # AT A.
1

Selanjutnya diperoleh A = E X

1 1

At =] i] dengan sifat A*AT = = ATA*  A*A = = AA" dan A normal.
4

2 2 P

L 11!
4 2 2 2 2
Menggunakan hasil yang sudah diperoleh, [7] menjelaskan syarat cukup elemen di R* adalah

normal.
Lema 2. Diketahui a € R*. Jika a normal maka a*a = aa™.

Bukti :
ata=a%taata= a*(aat)a= a*(aH)a'a = a*(a*)*aa* = aa*(a)*a* =
aat(aat)* = aataa® = aa”

Menggunakan Lema 1 dan 2 , D. Mosic dkk [10] dan Y.Qu dkk [11] memperoleh Teorema 1
berikut.s

Teorema 1. Diketahui a € R*. Elemen a normal jika dan hanya jika a*a = aat dan
ata* =a*at.

Bukti :

Jika a normal, maka dengan menggunakan Lemma 1 dan 2 diperoleh a*a = aa* dan
ata* = a*a*. Sebalikanya menggunakan Teorema 1 diperoleh aa* = aa*aa* = aa*a*a =
aa*a*a = ataa*a = a*a. Terbukti a normal.

Y.Qu dkk [11] pada Lema 3 berikut ini menjelaskan syarat a*a* = a*a™ jikaa € R
Lema 3. Diketahui a € R*. Jika a*(at)* = (a*)*a*maka a*a* = a*a*.

Bukti :
ata* = ataata® = (ata)'ata* = a*(aH)*ata* = a*a*(a¥)'a* = a*a* aat
=a*at(aa’)*=a*at aa* = a*a*

Pernyataan pada Lemma 3 tidak berlaku sebaliknya. Dapat ditunjukkan pada A = [1 ;] €

) 0

-0 0
M,.,(R) dengan involusi transpose "T", diperoleh A+ = |3 ]dan ATAT = ]=
- 0

NIk, N~

0
2

ATA™. Akan tetapi A*(A)T = [

N N N
N N N

] dan (AH)TA* = [(21) g]

https://doi.org/10.14710/jfma.v5i2.16363 114 p-ISSN: 2621-6019 e-ISSN: 2621-6035



JOURNAL OF FUNDAMENTAL MATHEMATICS
jF M A .) AND APPLICATIONS (JEMA) VOL. 5 NO. 2 (NOV 2022)

Available online at www.jfma.math.fsm.undip.ac.id

()

III. KESIMPULAN

Pada Lema 3, baru diperoleh syarat perlu dari a*(a™)* = (a*)*a™ untuk a € R*, dan perlu
dibangun syarat cukupya. Dengan memperoleh syarat perlu dan cukup a*(a™)* = (a*)*a*
untuk a € R*, akan dapat dibangun syarat perlu dan cukup a € R* adalah normal, dengan
melibatkan Teorema 1.
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