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Abstract. In this paper, we discuss about some classes of Cesaro generalized diffe-
rence sequence spaces on n-normed spaces. We observe their completeness and the
relationships between them. At the end of this paper, we construct the Kothe-Toeplitz
dual of some of Cesaro generalized difference sequence spaces on n-normed spaces.
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Abstrak. Pada tulisan ini dibahas mengenai beberapa kelas ruang barisan selisih dipe-
rumum Cesaro pada ruang bernorma-n. Diselidiki kelengkapan masing-masing kelas
dan hubungan antar kelas. Pada akhir tulisan ini, dikonstruksikan dual Kothe-Toeplitz
dari beberapa ruang barisan selisih diperumum Cesaro pada ruang bernorma-n.

Kata Kunci: Ruang bernorma-n, barisan selisih diperumum Cesaro, dual Ko&the-
Toeplitz.

I. PENDAHULUAN

Ruang barisan merupakan salah satu konsep dasar dalam matematika yang banyak dipela-
jari dan dikembangkan. Beberapa ruang barisan yang sudah dikenal di antaranya ruang barisan
terbatas, ruang barisan p-absolutely summable, ruang barisan absolutely summable, ruang barisan
konvergen, ruang barisan konvergen ke nol, dan ruang barisan Cesaro.

Ruang barisan Cesaro

[e.9] n

1

1
Ces, ={7 = (zx) :|| = ||,= E =Y zglP)r < 00,1 <p< oo}
n
k=1 k=1

dan

Cesoe = {T = (1) :|| 2 || o= sup - Z |zk| < 00}

lc 1

dikenalkan dalam Shiue [16]. Hasilnya, [, C Ces,(1 < p < 00). Ng dan Lee [14] mendefi-
nisikan ruang barisan

Xp = {2 = (m) [ @ [l,= Z\—Zwk!”p<oo 1 <p < oo}
k=1
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1 n
Xoo = {7 = (21) || 2 || o= sup |~ < oo}
R e S IRLY

Dalam penelitian tersebut didapatkan, Ces,, C X,,,1 < p < o0.

Selanjutnya, Orhan [15] mengenalkan ruang barisan selisih Cesaro X, (A), X (A), Ox(A)
dan O,(A) dengan mengganti x = (x;) menjadi Az = A(xy) = (25 — Tp41), k = 1,2, ...
Dari penelitian tersebut didapatkan X, C X,(A), Xoo C X(A), O,(A) C X,(A) dan
Ox(A) C Xoo(A), untuk 1 < p < co. Selanjutnya, Et [4] mendefinisikan dan meneliti ruang
barisan C},(A™) dan C(A™) dengan

Amxk = Z(—l)v (T) Lhtop-

v=0

untuk m € N. Dari penelitian tersebut disimpulkan bahwa C,(A™ 1) C C,(A™) dan C,,(A™) C
Cy(A™),untuk 1 < p < ¢ < oco. Lebih lanjut, Ahmad [1] mendefinisikan ruang barisan selisih
diperumum Cesaro Z (A7) untuk Z = [,,, G, C, O,, O dengan

= m
APz =) (-1)° (v) Th4vFh-+o-

v=0

untuk suatu ¢ = (gi) barisan bilangan real tak nol. Dari penelitian tersebut diperoleh bahwa
Z(A}) C Z(Ap),untuk i = 1,2, ...,m — 1.

Diberikan X ruang barisan bilangan real, ruang bernorma (X, || - ||) disebut ruang BK
jika (X, || - ||) merupakan ruang Banach dan untuk setiap k& € N, fungsi P, : X — R dengan
definisi Py(r) = x, dengan = = (x;) merupakan fungsi kontinu.

Terdapat banyak ruang dual yang sering diteliti berkaitan dengan ruang barisan, beberapa
diantaranya dibahas dalam Garling [8]. Pada tulisan ini hanya dibahas untuk ruang dual Kothe-
Toeplitz. Dual Kothe-Toeplitz dari ruang barisan E dinotasikan [E]* dengan [E]* = {y =
(Ur) © D pey |Trys| < 0o, untuk setiap x = z(k) € E'}. Penelitian tentang dual Kéthe-Toeplitz
dari suatu ruang barisan dapat ditemukan dalam Et dan Colak [5], Et [4], serta Kizmaz [12].

Dengan mendasarkan konsep norma, Géhler [6] mendefinisikan norma-2 sebagai perlu-
asan konsep norma. Selanjutnya, Gihler [7] mengembangkan konsep norma menjadi norma-n,
untuk suatu n € N. Penelitian tentang ruang bernorma-n dapat ditemukan dalam Misiak [13],
Gozali et. al. [9], Gunawan [10], serta Gunawan dan Mashadi [11].

Untuk n € N dan X ruang vektor real berdimensi d, dengan d > n, suatu fungsi

| -,...,- || pada X™ yang memenuhi || 21, x9, ..., x, ||= 0 jika dan hanya jika {z1, z9, ..., z,}
bergantung linear, || zi,...,z, || invarian terhadap permutasi, | azi,zs,....,2, ||= |o ||
T1, T2, ..., Tp ||, untuk setiap o € R, dan || x+y, z9, ...,z [|<|| z, 22, ..oy || + || ¥, 22, ..., 2 ||
disebut norma-n pada X, dan pasangan (X, || -, ..., - ||) disebut ruang bernorma-n.

Barisan (zy) di dalam ruang bernorma-n (X, | -, ...,- ||) dikatakan konvergen ke L € X

terhadap norma-n jika

lim || xx — L, us, ..., u, ||= 0, untuk setiap us, ..., u, € X.
k—o00
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Barisan (z) di dalam ruang bernorma-n (X, || -, ..., ||) disebut barisan Cauchy terhadap
norma-n jika

lim || xx — 27, ug, ..., uy, ||= 0, untuk setiap ua, ..., u, € X.
k,l—o0

Ruang bernorma-n (X, || -, ..., - ||) disebut ruang Banach-n jika untuk setiap barisan Cauchy di
dalam X merupakan barisan konvergen.

Berdasarkan konsep dual Kothe-Toeplitz dari suatu ruang barisan, Dutta [2] mendefi-
nisikan dual Kéthe-Toeplitz dari w(FE) ruang barisan bernorma-n. Lebih lanjut, Dutta [2] dan
Dutta [3] mengkonstruksi dual Kothe-Toeplitz dari suatu ruang kelas barisan pada ruang berenor-
ma-n.

Pada tulisan ini, dikonstruksikan dual K&the-Toeplitz dari beberapa ruang barisan selisih
diperumum tipe Cesaro pada ruang bernorma-n. Konstruksi ini dilakukan untuk mempermudah
dalam penentuan dual Kothe-Toeplitz.

II. RUANG BARISAN SELISIH DIPERUMUM CESARO PADA RUANG
BERNORMA-n

Berikut ini didefinisikan beberapa ruang barisan selisih diperumum Cesaro pada ruang
bernorma-n.

Definisi 1 Diberikan X ruang vektor real bernorma-n dan w(X) = {x = (x) : xp €
X, untuk setiap k € N}. Untuk suatu m € N, g = (gx) suatu barisan bilangan real tidak
nol dan 1 < p < oo, serta untuk setiap 21, ..., z,_1 € X didefinisikan

i p
1
Cp(AY, X) = {7 = (7) € w( Z (H ZZAZka’Zl""’Z”—l ||> < oo},
k=1

=
Coo (A, X) ={T = (71) € w(X): sup <|| H ZA;”xk,zl, ceey Zn—1 ||> < o0},
k=1

lp(A;”,X) {Z = (z1) € w(X Z |A?wk,z1,...,zn,1 H)p< oo},

k=1

lo(AY, X) = {7 = (21) € w(X): sgp | AT g, 215 00y 201 || < 00},

Op(A) X) = {7 = (1) €w(X): > (% SO ATzy, 21, 20 ||> < oo},

—1

Ox(A], X) = {7 = (1) € w(X sup ( Z | AY' Tk, 215 -0y Zn1 ||) < oo}

dengan

m m
AV Z(—l)v <v> ThyoJhtov-

v=0
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Dari definisi tersebut diperoleh teorema berikut.
Teorema 1 Diberikan X ruang Banach-n dan 1 < p < oo.

1. Ruang l,(A}', X') merupakan ruang Banach-n terhadap norma-n yang didefinisikan se-
bagai berikut

(O, jika x', ..., ", bergantung linear dan
ATIL
Lo an 1,7 =< 2 emr | Trg, 21, -y 20 ||
1
+(ZZO:1 || A;n]}k, 21y eeey Rn—1 ||p)p7
jika x, ..., x™, bebas linear

|

\

untuk setiap z1, ..., 2,1 € X.

2. Ruang CP(AZL, X) merupakan ruang Banach-n terhadap norma-n yang didefinisikan
sebagai berikut

( 0, jika x*, ..., 2", bergantung linear dan
[ (= A O D [T P
p

1 .
+(2§21 H ;Z;c:l A;n‘rk7zl7"'uznfl ||p) )

jika x*, ..., 2™, bebas linear

3 =

untuk setiap z1, ..., 2,1 € X.

3. Ruang Op(AZ"”, X) merupakan ruang Banach-n terhadap norma-n yang didefinisikan
sebagai berikut

(0, jika x*, ..., x", bergantung linear dan
ot 85 = d s okt 212 |

+(Zz‘:1(z Zk:l H Ag Lhy Z1y -+e5 ZFn—1 ||)p) )

jika x*, ..., 2™, bebas linear

3=

untuk setiap z1, ..., 2,1 € X.

4. Ruang lOO(A;", X) merupakan ruang Banach-n terhadap norma-n yang didefinisikan
sebagai berikut

0, jika x', ..., 2", bergantung linear dan

[ I "
Zkzl H TkGky 21y o+y Zn—1 H +Supk H Ag Ly 21y eey Bn—1 H>
jika x*, ..., x™, bebas linear

untuk setiap z1, ..., 2,1 € X.
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5. Ruang Coo(A}', X') merupakan ruang Banach-n terhadap norma-n yang didefinisikan
sebagai berikut

( .. .
0, jika z', ..., 2", bergantung linear dan

Lot ||é:: > et I Tkgr, 21, s 2n ||

1 .
=+ sup; H Z Z;q:l A;nxka Z1y w5 Zn—1 “7

jika z', ..., "™, bebas linear

|

untuk setiap 21, ..., 21 € X.

6. Ruang O, (A}, X') merupakan ruang Banach-n terhadap norma-n yang didefinisikan
sebagai berikut

(O, jika x, ..., 2™, bergantung linear dan
22 o7 = { 2ker | aghs 21, ooes 2na |

1 .
+Supi ; Z;c:l H A;nfﬂk, 21y eeey Bn—1 H,

jika zt, ..., a", bebas linear

\

untuk setiap 21, ..., 21 € X.

Bukti. Mudah ditunjukkan bahwa [,(A}", X), [ (A7, X), Cp(A7, X), Coo (A, X),

Op (A}, X) dan O (A}, X') merupakan ruang bernorma-n terhadap norma-n yang bersesua-
ian. Selanjutnya, akan ditunjukkan C',,(A7", X') ruang Banach-n. Untuk ruang yang lain, bukti
menggunakan teknik yang sama.

Diambil sebarang bilangan ¢ > 0 dan (z°) = (z7) = (z§, 23, ...) barisan Cauchy di dalam

2

COO(AZ‘, X), maka terdapat ny € N, sedemikian sehingga untuk setiap s,t > no dan untuk
setiap u?, ..., u" € Coo (A}, X) berlaku

A"L
|2° — z*u?, . ||l < e

m

1d
& Z | (7 — 24) gk, 21, -+ Zn1 || +sup (H i ZA;"(xZ — %), 21, ey 2t H) <e
k=1 ! k=1

untuk setiap 21, ..., 2,1 € X. Akibatnya, untuk setiap s,t > n, berlaku

m

S5 = 2 gk 21, 2 |I< € (1)

dan '
1 1

sup <|| A ZA;”(:BZ — %), 215 e Zn1 ||) <e, ()
! k=1

untuk setiap ¢ € N dan zy,...,2, 1 € X. Dengan demikian untuk setiap £ = 1,...,m dan
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s,t > no, berlaku || (x5 — a%)gk, 21, ..., 2n—1 ||< €. Akibatnya, untuk setiap k = 1,...,m,
(azk) ° , merupakan barisan Cauchy di X. Karena X ruang Banach-n, maka (z7)3> konvergen
katakan ke z;, € X, untuk £ = 1, ..., m. Dengan kata lain

sli_)rroloxz =uxp, untuk k =1, ..., m. 3)

. . T .
Selanjutnya, dipunyai || 7 > et AT (i 4a), 215 -0, 201 < €, untuk setiap 21, ..., 2,1 €
X, s,t > ng dan untuk setiap ¢ € N. Karena berlaku untuk setiap ¢ € N, maka didapatkan
(A7(z}))32, merupakan barisan Cauchy di C(X) yang lengkap. Akibatnya, (A} (z7))2,
konvergen, katakan ke y = (yx) € Cw(X), sehingga diperoleh lim; o, AT*(x}) = y, untuk

setiap k € N.
Untuk £ = 1 didapatkan

y1 = lim A7(af) = Slgfoloz (027 G140

5§—00

Karena lim,_, x; = xy, untuk setiap k = 1,...,m, maka lim, . 27, = Z14,, untuk v =

. —1 . .
1,...,m — 1. Karena lim,_, 3, adadan > " " (—1)"({") lim,_,o0 25,914+ ada, maka diper-
oleh lim,_,, =7, ada, katakan x,,,, = lim,_,o 27 ,,.

Proses tersebut dilanjutkan untuk £ = 2, 3,4, ..., sehingga diperoleh

xp = lim x7, untuk setiap & > m. 4)
S—r00

Berdasarkan Persamaan 3 dan Persamaan 4 didapatkan
xp = lim xy, untuk setiap k € N

§—00

dan
Al'zy = lim Al'zy, untuk setiap k € N.
§—00

Selanjutnya, berdasarkan Persamaan 1 dan 2, untuk setiap z1, ..., 2,1 € X dan s > n berlaku

m
Z | (2§ — @) Gk, 21, s 2n—1 ||= hm Z | (= W)k 215 ey 201 || < €
k=1

dan

1 o , 1o
sup || ;ZA?@Z — Tk, 21y ey 2o ||= tliglosup I ZZAHm(xZ —at), 21, 20 ||< €
! k=1 ’ k=1
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Dibentuk = = (zy), untuk setiap & € N. Akan ditunjukkan bahwa z € C(A™, X). Untuk
sebarang 21, ..., z,_1 € X dan s > ng berlaku

1 &
sup <|| ;ZA?wk,zl,.. Zn—1 H) <sup (H —ZA T — TR)y 21y evey Znel H>
! k=1

k=1

+sup (|| - Z AT, 21, ey Za ||>

k=1
<.

Jadi, z € Co(A]", X). Selanjutnya, untuk setiap u?, ..., u" € Coo (A}, X) dan s > ng berlaku

H z* -, u? u” ||Coo Z ” _xk Gks 215 +++5 Zn—1 ”
1 m S
+sup | || ;ZAQ (25 — 1), 21, s 2t |
! k=1
<2e
Dengan demikian, C, (A7', X) ruang Banach-n terhadap norma || -, ..., - ||é§: O

Lebih lanjut, diperoleh teorema berikut.

Teorema 2 Ruang Z (A}, X') merupakan ruang BK-n, dengan 7Z = 1,,Cy, O,, 1, Coo; O,
untuk 1 < p < oo.

Bukti. Ditunjukkan untuk Z = (. Untuk ruang yang lain, bukti menggunakan teknik yang
sama.

Diambil sebarang barisan x* yang konvergen, maka terdapat v € C(A7*, X)) sedemikian
sehingga berlaku

| ° — x,ug, ..., up ||oo— 0, untuk s — oo

1 (2
& Z | (2} — k) gr, ug, ..., un || +sup || ;ZA?(Z‘Z — Tk), U, ..., Up || 0, untuk s — oo.
? —

Dengan demikian diperoleh

Z | (z — zk) gk, U2, ..., up ||— 0, untuk s — oo 5)
k=1
dan '
1 7
sup I ;ZA?(mi—xk),u%...,un |— 0, untuk s — oo (6)
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Dari Persamaan 5 diperoleh
| (x5 — zk) gk, Uz, ..., up ||— 0, untuk s — oo dan untuk k = 1, ..., m.

Dengan kata lain

lim x} = xp, untuk k = 1,...,m.
S5—00

Dari Persamaan 6 diperoleh
1 7
| = E AV (xf — p), Ug, -y Up || 0, untuk s — oo dan untuk setiap i € N.
2
k=1

Dengan kata lain

IS g o
slggo i ; Al (xf — xp) = 0, untuk setiap i € N.

Karena
lim AgH(zy, — @) = lim Z;(—l)v(vm)(iﬁiw — Thtv) Gk
m—1
— lim (2;<—1)“<T><xz+v — Th) gk + (—1)" (T — xk+m>gk)
m—1

= > (=1)"(") Sh_?olo(fﬁiw — Tpgo) gk + (—1)™ Sh_{glo(th — Tktm) G

I
o

v

maka untuk £ = 1 diperoleh

lim 25, = Ti1m.
§—00 1+m +m

Proses dilanjutkan untuk ¢ = 2, 3, ..., sehingga diperoleh

lim zj = xy, untuk setiap £ € N.
S—00

Jadi, U (A}, X') merupakan ruang BK-n. O

Berikut hubungan antar kelas barisan selisih Cesaro pada ruang bernorma-n.

Teorema 3 Ruang Z(Ag"b_l,X) C Z(A}, X), dengan Z = 1,,Cp, Oy, l, Coo, Oce, untuk
1 < p < oo. Lebih lanjut, Z(A}, X) C Z(AT, X), untuk i = 1,...,m — 1.

Bukti. Ditunjukkan untuk Z = (. Untuk kelas yang lain, bukti menggunakan teknik yang
sama.

Diambil sebarang = = (z;) € Cso(AT*", X) dengan m > 2. Untuk setiap 21, ..., 2,1 €
X, z; #0,dengan j = 1, ...,n — 1 berlaku

I~
sup (H ;ZAZL Yk, 21, ooy Zn—1 H) < 00.
! k=1
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Karena A7'2;, = A?‘lxk — A;”_la:kﬂ, maka untuk setiap 7 € N berlaku

1< I
Sup <H ;ZAZL:E]C,Z]_, vy Bp—1 ”) Ssup (H Z ZAZL 1xk7217 vy Bp—1 H)
) 1 7

k=1

1 %
+Sup (H ; ZA;n_lxk—i-laZlu ey An—1 ||> .
i

k=1
Jadi, Coo(A71, X) C Cso(AT', X). Lebih lanjut, untuk m > 2 berlaku
Coo(A), X) C Co(A2, X) C ... CCuo(A]1,X) C Coo(AT, X).
Dengan demikian untuk i = 1,2, ..., m — 1 diperoleh Co (A}, X') C Co(A]", X). ]

Teorema 4 Jika 1 < p < oo, maka

L (A7, X) Clo(AT, X) C Ox(AY, X),
2. O,(A7, X) C Cp(AT, X) C Cio(AY, X), dan
3. Op(A7, X) C Ox(AT, X) C Coo(AY, X).

Bukti. 1. Diambil sebarang v = (z1) € [,(A7', X), dengan 1 < p < oo. Untuk setiap
21y 2n—1 € X, 2; # 0,dengan j = 1,...,n — 1 berlaku

o0
D ATy, 21, 2 [IP< 00,
k=1

Akibatnya ada M > 0 sehingga berlaku || Afwy, 21,..., 2,1 [|[< M, untuk setiap
k € N. Dengan demikian, sup,, || Ay, 21, ..., 201 [[< M < co. Jadi, [,(A}, X) C
loo (A7, X).

Selanjutnya, diambil sebarang () € (A", X). Untuk setiap z1, ..., 2,1 € X, z; # 0,
dengan j = 1,...,n — 1 berlaku sup,, || Al*zy, 21, ..., 2,1 [|< 0o. Dengan demikian ada
M > 0 sehingga untuk setiap k& € N berlaku || Az, 21, ..., 2,1 ||< M. Oleh karena
itu, diperoleh

=
sup — Z | AT, 2150y 201 || < M,
k=1

Jadi, [ (A}, X) C O (A7, X).
2. Bukti mengikuti (1).

3. Bukti mengikuti (1).

Teorema S Jika 1 < p < q, maka

1. C,(A™, X) C C,A™, X),
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2. Op(A], X) C O4(AY, X), dan
3. (A7, X) C (A7, X).

Bukti. 1. Diambil sebarang © = (z;) € C,(AJ', X), dengan 1 < p < g¢. Untuk setiap
2y 2n—1 € X, z; # 0,dengan j = 1,...,n — 1, berlaku

0o 1 7 p
> (H = APE 2, 2 |y> < o0,
% ¢ k=1

—1

sehingga untuk setiap ¢ > 0 ada ny € N sedemikian sehingga berlaku

o] i p
1
Z (H ZZA;’L%‘]{??Z:L?“'?ZTL*l H) < €. (7)
i=ng k=1

Karena 1 < p < ¢, maka untuk setiap ¢ > ng dan 0 < € < 1 berlaku

i q i p
1 m 1 m
<|| ;;Ag Ty 21y evey Zn—1 ||) < <|| Z;Ag Thy 21y eey Zn—1 ||> <e<l. (8

Oleh karena itu, berdasarkan Persamaan 7 dan Persamaan 8 didapatkan

0 1 i a 0 1 g P
> (1438 nmnl) < 3 (1 8 a1 <
i—mo =1 i=ng k=1

Dengan demikian,

%

o] q
Z (H %ZA?%VZ&, vy Zn—1 ||> < 0.

i=1 k=1
Jadi, C,, (A", X) C Cy(A7', X), untuk 1 < p < q.
2. Bukti mengikuti (1).

3. Bukti mengikuti (1).

III. DUAL KOTHE-TOEPLITZ

Diberikan F ruang bernorma-n dan himpunan semua fungsional linear kontinu pada F
dinotasikan dengan E*. Berdasarkan Gozali et. al. [9] fungsi || -, ..., ||: (E*)™ — R dengan

filze) - fulz)
| fr, e fu = sup abs| o .

v, € B filay) - falzn)
H L1y eeey Iy ng 1
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merupakan norma-n pada £*.

Selanjutnya, diberikan F ruang bernorma-n dan Z(E') ruang barisan dengan setiap elemen
barisannya anggota F. Dutta [2] mendefinisikan dual Kothe-Toeplitz dari ruang barisan Z(E),
yaitu

[Z(E))* ={(yx) 1 yx € E* k € Ndan > _ || @, uz, oot 2 || Yt 02, ey vy |
k=1

untuk setiap uy, ..., u, € E,vq,...,v, € E* (x) € Z(E)}.

Ex<< 00,

Mudah ditunjukkan jika X, Y C Z(E) ruang bernorma-n dengan X C Y, maka [Y]* C [X]°.

Diberikan X ruang bernorma-n, didefinisikan
SZ(AY, X) ={r=(rp) :z € Z(A}', X), 21 = ... =z, = 0}, dengan Z = I, O, O

dan

o0
U={a=(a): ka I akg,gl,zQ, ceey Zn || x+ < 00, untuk setiap zo, ..., z, € X }.
k=1

Lemma 1 Jika v € SC (A}, X), maka supy, k=™ || xpgx, ug, ..., uy || < 00.

Bukti. Bukti mengikuti Lemma 4.2. pada Dutta [2] dengan mengganti A™ dengan A}". ]
Teorema 1 [SI.. (A7, X)]* = U.

Bukti. Jikaa € U maka Y oo k™ || arg; ', 22, -, 20 || x+< o0, artinya ada M; > 0 sehingga
berlaku >3 k™ || arg; ', 22, .y 20 ||x+< M,. Berdasarkan Lema 1 maka ada My > 0 se-
hingga k=™ || zkgk, ua, ..., u, ||x< Ma, untuk setiap z;, € SZOO(A;”,X). Dengan demikian
berlaku

o
D T [ e VA T
k=1

oo
= ka | argy s 22, s 20 lxx K7™ || TrGrs U2y ooy U || x
k=1

[e.e]

< MQka | argit, 22, s 2n |

k=1
< My M,

< Q.

X*

Jadi, a € [Slo(A]', X)]. Selanjutnya, jika a € [Sl (A7, X)]%, maka

o0
Z | gy toy ooyt || x || @r22, .oy 20 || x+< 00,
k=1
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untuk setiap vy, ..., v, € X*, (21) € Sloo(A}', X). Dibentuk barisan x = () dengan

0,k<m
x =
IEZ Y b ks m.

Selanjutnya, dipilih s, ..., v, € X sedemikian sehingga berlaku

0,E<m

K™z, st [x= K™ (| 1 ug, oy [|x= {kmk > m.

Akibatnya, untuk setiap zo, ..., 2,, € X* berlaku

X*

00
ka || akgk_laz% o0y 2n |
k=1

oo
P +Z | Trgrs oy ooy tn ||x || @rgits 22, s 20 |

m
1
= ka || ARG 522,45 2n | X+
k=1 k=1
< Q.
Dengan demikian, a € U. O]

Teorema 2 [Sl.. (A7, X)|* = [lo (A}, X)]“.
Bukti. Diketahui Sl (A}, X') C loo(A}, X), maka diperoleh
[l (A, X)]* C [Sloo (A, X))

Diambil sebarang a € [Sloo (A}, X)|* danx =y € I (A}, X). Karena a € [Slo (A}, X)]%,

maka berlaku
o
Z | ak, 22, ..., zn |
k=1

untuk setiap 2y, ..., 2z, € X", Uy, ..., u, € X, dan (y) € Sloo(A}', X). Selanjutnya dibentuk
barisan T = (7)) dengan

B {O, k<m

T —

Tr, k> m,

X* ‘ Yk, U2,y ...y Uy ||X< 0,
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maka 7 € Sl (A}, X). Akibatnya, untuk setiap 2o, ..., 2, € X* dan uy, ..., u, € X* berlaku

[e.9]
> a2,y 20 x| Tas iz, oy |l x
k=1

NE

H Ay 224 -oay 2y Hx* H Ty U2y ooy Uy HX

M

1
3 ks 22 s 2 e (] F iz, [l
k=1
<.
Dengan demikian, a € [l(A}', X)]*. O
Teorema 3 U = [I.(A]', X)|* = [O (A}, X)]* = [Co (AT, X))

Bukti. Berdasarkan Teorema 1 dan 2 diperoleh bahwa U = [I(A}’, X)]. Selanjutnya, untuk
kelas C (A7', X) dan O (A}, X), bukti menggukan teknik yang sama seperti pada Teorema
1 dan 2. =

IV. KESIMPULAN DAN PENELITIAN LANJUTAN

Pada tulisan ini, hanya dikonstruksikan dual Kéthe-Toeplitz untuk [ (A}, X), Coo (A}, X)
dan O (A7, X). Untuk penelitian selanjutnya, disarankan untuk mengkonstruksikan dual Kothe-
Toeplitz untuk kelas yang lain.
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