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Abstract. In this paper, we discuss about some classes of Cesaro Generalized differ-
ence sequence spaces. We observe their completeness and the relationships between
them. At the end of this paper, we construct the Kothe-Toeplitz dual of some class of
Cesaro difference sequence spaces.
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Abstrak. Pada tulisan ini dibahas mengenai beberapa kelas ruang barisan selisih Ce-
saro. Diselidiki kelengkapan masing-masing kelas dan hubungan antar kelas. Pada
akhir tulisan ini, dikonstruksikan dual Kothe-Toeplitz dari beberapa kelas ruang
barisan selisih Cesaro.

Kata Kunci: Ruang bernorma, barisan selisih Cesaro, dual Kothe-Toeplitz.

I. PENDAHULUAN

Ruang barisan merupakan salah satu konsep dalam matematika yang banyak dipelajari
dan dikembangkan. Beberapa ruang barisan yang sudah dikenal di antaranya ruang barisan ter-
batas, ruang barisan p-absolutely summable, ruang barisan absolutely summable, ruang barisan
konvergen, ruang barisan konvergen ke nol, dan ruang barisan Cesaro. Konsep barisan Cesaro
dikenalkan oleh Ernesto Cesaro dengan mengenalkan rata-rata Cesaro (Cesaro means) dari su-
atu barisan.

Diberikan w(R) = {x = (xx) : 2 € R,k € N} dan n € N. Ruang barisan Cesaro

_ Sy 1
Cp ={z = (z1) Ew(R) | z [|,= (ZEZ lzk|P)? < 00,1 < p < oo}
n=1 k=1

dan

1 n
Coo = {7 = (21) € W(R) 3| & [| o= sup — D Ja| < oo}
n -1

dikenalkan dalam Shiue [10]. Hasilnya, [, C Ces,(1 < p < co). Ng dan Lee [8] mengenalkan
ruang barisan Cesaro tipe non-absolute, yaitu

X, = {7 = (on) € w(R) i 2 |p= Zr—zmpwoo 1<p<oo)
n=1

dan

1 n
Xoo = {Z = (z1) € W(R) :|| © ||oo= sup \szki < 00}.
" k=1
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Dalam penelitian tersebut didapatkan, C'es,, C X,,,1 < p < oo.

Selanjutnya, Orhan [9] mengenalkan ruang barisan selisih Cesaro X,(A) dan X (A)
dengan mengganti = x;, menjadi Ax = A(xg) = (2x — Tg41),k = 1,2, .... Lebih lanjut,
Orhan [9] mendefinisikan ruang barisan selisih Cesaro X, (A) dan X (A) dengan

Op(A) = {7 = (1) € W(R) o[ @ [|,= Z Zlmklpp<ool<p<oo}

dan

Ox(B) = {7 = (1) € w(R) | & o= sup LS am) < oo,
Ly
Dari penelitian tersebut didapatkan X, C X,(A), Xoo C Xo(A), Oy,(A) C X,(A) dan
Ox(A) C Xoo(A), untuk 1 < p < oo. Selanjutnya, Et [3] mendefinisikan dan meneliti ruang
barisan

Cp(A™) = {QZ = (x) € w(R) : i <% i |Amxk]> < oo,untuk 1 < p < oo} :

dan

Coo(A™) = {a: = (z) € w(R) : sup Z |A™ x| < oo}
[t
untuk m € N. Dari penelitian tersebut disimpulkan bahwa C),(A™ 1) C C,(A™) dan C,,(A™) C
Cy(A™), untuk 1 < p < ¢ < oo. Lebih lanjut, untuk barisan kompleks tidak nol g = (g), Et
dan Esi [7] mendefinisikan barisan selisih

X(AY) ={z = (74) € w(R) : A'my € X},

g

dengan X = I, ¢, codan Af'wy = 7" ((—1)" (7:) Tk4o (ko Dari penelitian tersebut dida-

patkan X (A’") C X (A7"*!). Selain itu, B. C. Tripathy ez al. [2] meneliti Z(A.,), untuk Z =

Coo, Oco, Cp, Op, 1, dengan X = I, ¢, codan Az = >0 (—1)" (m) Zktmo- Dari peneli-
v

tian tersebut didapatkan Z(A™~') C Z(A" ). Adapun, A. H. Ganie et al. [1] meneliti Z(A™ , 9)
dan Z[A?, 0], untuk Z = C(), Cy). Dari penelitian tersebut didapatkan C,) (A%, 6) C
C’@)(A%, Q) dan C(p) [A%fl, 9} C C(p) [A%, 9].

Pada tulisan ini digunakan notasi C,, sebagai X, dan (', sebagai X .. Selanjutnya, untuk
X ruang barisan bilangan real, ruang bernorma (X, || - ||) disebut ruang BK jika (X, || - ||
) merupakan ruang Banach dan untuk setiap & € N, fungsi P, : X — R dengan definisi
Py(z) = xy, dengan x = (z},) merupakan fungsi kontinu.

Terdapat banyak ruang dual yang sering diteliti berkaitan dengan ruang barisan, beberapa
diantaranya dibahas dalam Garling [5]. Pada tulisan ini hanya dibahas untuk ruang dual Kothe-
Toeplitz. Dual Kothe-Toeplitz dari ruang barisan £ dinotasikan [E]* dengan [E]|* = {y =
(Ur) © D pey |Zrys] < 0o, untuk setiap x = z(k) € E}. Penelitian tentang dual Kéthe-Toeplitz
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dari suatu ruang barisan dapat ditemukan dalam Et dan Colak [4], Et [3], serta Kizmaz [6].

Pada tulisan ini, dikonstruksikan dual Kothe-Toeplitz dari beberapa kelas ruang barisan
selisih Cesaro.

II. RUANG BARISAN SELISIH DIPERUMUM CESARO

Berikut ini didefinisikan beberapa kelas barisan selisih diperumum Cesaro.

Definisi 1 Diberikan w(R) = {x = (z}) : o1, € R, untuk setiap k € N}. Untuk suatu m € N,
g = (gr) barisan bilangan real tidak nol, dan 1 < p < oo didefinisikan

Cp(AT) ={Z = (1) €w(R) : Y (\% ZATW) < oo},

o)
i=1

dengan

o m
AZl‘rk - Z<_1)v <v> Tk+vGk+v-

v=0

Dari definisi tersebut diperoleh kelengkapan dari masing-masing ruang barisan adalah se-
bagai berikut

Teorema 1 Diberikan 1 < p < oc.

1. Ruang C’OO(A;”) merupakan ruang Banach terhadap norma yang didefinisikan sebagai
berikut

A™ m 1 i
|z llc= Z |2k gx| + sup |; ZAZ%H.
k=1 ' k=1

2. Ruang O (A}') merupakan ruang Banach terhadap norma yang didefinisikan sebagai
berikut

AT - 1< m
Iz o2, = Z |2k gl +Sb}pg Z |A 2]
k=1 ! k=1

3. Ruang lp(A;”) merupakan ruang Banach terhadap norma yang didefinisikan sebagai
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berikut

Am m [e.e] L
la 1,7 =D lengel + QY 1A x[?)7.
k=1 k=1

4. Ruang Cy,(A}') merupakan ruang Banach terhadap norma yang didefinisikan sebagai

berikut '
A m o0 1 (2 . 1
Follc? =Y lowgel + (O % > Ayal)r.
k=1 i=1 " k=1
5. Ruang O,(A}') merupakan ruang Banach terhadap norma yang didefinisikan sebagai
berikut '
Am m oo 1 (2 . 1
Iz o =Y longel + (Z(; PNNEAIES
k=1 i=1 k=1
Bukti. 1. Mudah ditunjukkan bahwa C', (AZ‘) merupakan ruang bernorma terhadap norma

yang bersesuaian. Selanjutnya, akan ditunjukkan C’OO(AZ"‘) ruang Banach.

Diambil sebarang bilangan ¢ > 0 dan (z*) = (x7) = (z%, 23, ...) barisan Cauchy di dalam

Cw (A7), maka terdapat ng € N, sedemikian sehingga untuk setiap s, > ng berlaku

|2 — 2t |5 <

- S 1 : m S
3t - e+ (138501 ) <
k=1 ! k=1
Akibatnya, untuk setiap s,t > nq berlaku
D g —xh)gnl << (1)

dan '
1 1
sup (I; > ATy - fi)l) <e, )
¢ k=1

untuk setiap ¢ € N. Dengan demikian untuk setiap £ = 1,...,m dan s,t > ng, berlaku
|(z§ — x%)gx] < e. Akibatnya, untuk setiap k = 1,...,m, (x})32; merupakan barisan
Cauchy di R. Dengan demikian barisan (z7)3°, konvergen, katakan ke z;, € R, untuk

k =1, ...,m. Dengan kata lain

lim ] =z, untuk k =1, ..., m. 3)
S—00

. : . j p— .
Selanjutnya, dipunyai sup; |~ >, _; A7 (2} — 2})| < &, untuk setiap s,¢ > ng dan untuk
7

setiap i € N. Karena berlaku untuk setiap i € N, maka didapatkan (A7*(x}))2, meru-
pakan barisan Cauchy di C, yang lengkap. Akibatnya, (A}(z}))52, konvergen, katakan
ke y = (yr) € Cw, sehingga diperoleh lim, ., A7 (2}) = y, untuk setiap & € N.
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Untuk £ = 1 didapatkan

m

y1 = lim A7(2f) = Slgloloz 2 )T 414

§—00

v=

m—1
= lim ( (=12 409140 + (—1)mI1+m91+m>
0

,_.

m 13 S
= hm vagHv +(=1)™ lim 25, G14m-
O S5—00
v=

Karena lim,_,o, 7j = w3, untuk setiap k¥ = 1,...,m, maka lim,_, z7,, = T14,, untuk
. —1 .

v = 1,..,m — 1. Karena lim,_,o, x5, ada dan )" "(—1)"(7") lims_00 5, , g1+, ada,

maka diperoleh lim,_,, =7, ada, katakan x,,, = lim,_,o 27 ..

Proses tersebut dilanjutkan untuk k£ = 2, 3,4, ..., sehingga diperoleh

xp = lim x3, untuk setiap & > m. 4)
S—r00

Berdasarkan 3 dan 4 didapatkan

xp = lim xy, untuk setiap k € N
S§—00

dan
A’z = lim Al'zy, untuk setiap k € N

S§—00

Selanjutnya, berdasarkan 1 dan 2, untuk setiap s > n, berlaku

Z| —ﬂfkgk\—hmZ! s —ah)gr| < e

k=1

dan

sup|—ZA —xk]—hmsup\—ZA Pl <e.

k=1

Dibentuk = = (zy), untuk setiap k£ € N. Akan ditunjukkan bahwa = € C,(A™). Untuk
setiap s > nyg berlaku
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Jadi, z € COO(A?). Selanjutnya, untuk setiap s > ng berlaku
| 2® —x Hc —Z\ k— Tk) k| +Sup <|—2Am X —xk)]) <2
k=1

Dengan demikian, U, (A7") ruang Banach terhadap norma || - ||é§:

2. Bukti mengikuti (1).

(1)
3. Bukti mengikuti (1).
4. Bukti mengikuti (1).

(1)

5. Bukti mengikuti (1).

Lebih lanjut, diperoleh teorema berikut.

Teorema 2 Ruang Z(A}') merupakan ruang BK, dengan Z = 1, C),, Op, loo, Cuo, O, untuk
1<p<oc

Bukti. Ditunjukkan untuk Z = (. Untuk kelas yang lain, bukti menggunakan teknik yang
sama.

Diambil sebarang barisan (x*) yang konvergen, maka terdapat = € C,(A7") sedemikian
sehingga berlaku

| z° — ||g;n—> 0, untuk s — oo

@Z\ —xkgk|—|—sup|—ZA » — Tx)| — 0, untuk s — oo.

Dengan demikian diperoleh

i| » — Tr)gk| — 0, untuk s — oo )
k=1
dan
sup|—ZAm x; — xx)| — 0, untuk s — oo (6)
Dari 5 diperoleh
|(z}, — zx)gx] — 0, untuk s — oo dan untuk k = 1,...,m. (7)

Dengan kata lain

lim z; = zpuntuk & =1, ..., m.
S—00
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Dari 6 diperoleh

1 %
|- E Al (rf — x1)| — 0, untuk s — oo dan untuk setiap i € N.
i

k=1

Dengan kata lain

R o
Slggo 7 kz:; AT (xf — xp) = 0 untuk setiap i € N.

Karena
lim A (af = ap) = lim Y (=1)° () (25 — Taso) 9
= lim (Z(—l)”(T)(wZ+v = Thro) gk + (= 1) (T — xk+m)gk)
m—1 =
= UZO(—l)”(T) lim (0, = @rso) g + (1) 1 (25, = Tpm) grs

maka untuk k£ = 1 diperoleh

lim 25, = 214m.
4300 14+m +m

Proses dilanjutkan untuk ¢ = 2, 3, ..., sehingga diperoleh

lim x; = xj untuk setiap & € N.

S5—00

Jadi, Co(A}') merupakan ruang BK. O

Berikut hubungan antar kelas barisan selisih Cesaro.

Teorema 3 Ruang Z(A;”_l) C Z(AY), dengan Z = 1, Cy, Op, lo, Cso, Oce, untuk 1 < p <
0o. Lebih lanjut, Z(A}) C Z(AY), untuki = 1,...,m — 1.

Bukti. Ditunjukkan untuk Z = C. Untuk kelas yang lain, bukti menggunakan teknik yang
sama.

Diambil sebarang = = (2;) € Cs(A7*~"), maka berlaku

=
sup <|52A21_1xk|> < 00.

k=1
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Karena A7'2;, = A?‘lxk — A;”_lxkﬂ, maka untuk setiap 7 € N berlaku

1 ¢ 1 o
sup (’Z E A;"xk|) §sgp (’Z E AT 1.75;;])
k=1 k=1
LY At
+Sll}P 7 g Tkttl |-

k=1
Jadi, Coo (A7"1) € Co(A}"). Lebih lanjut, untuk m > 2 berlaku
Coo(A)) C Co(A]) C ... € Co(ATY) C O (AT).

Dengan demikian untuk i = 1,2, ..., m — 1 diperoleh Co (A}) C Coo(A]"). O
Teorema 4 Jika 1 < p < oo, maka

1 1L,(AT) Clo(A) C Ox(AY),

2. Op(AT) C Cy(AY) C Coo(AYY), dan

3. Op(AT) C Ox(A]) C Co(AY).

Bukti. 1. Diambil sebarang © = () € lp(A?), dengan 1 < p < 0o, maka berlaku

oo
Z |AY g [P < oo.
k=1

Akibatnya ada M > 0 sehingga berlaku |A;”xk| < M, untuk setiap £ € N. Dengan
demikian, sup;, [Axg| < M < oo. Jadi, [,(A}') C lo(A}).

Selanjutnya, diambil sebarang (z1) € l.(A}'), maka berlaku sup,, |AT*z),| < oc. Den-
gan demikian ada M > 0 sehingga untuk setiap £ € N berlaku [AT'z;,| < M. Oleh
karena itu, diperoleh

1d
supgz |A x| < M.
b k=1

Jadi, Lo(AT) C O (AT),
2. Bukti mengikuti (1).

3. Bukti mengikuti (1).

Teorema S Jika 1 < p < q, maka
1 GA7) € Cy(A),
2. O,(A7) C O4(AT), dan
3. L(AY) C (A7)
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Bukti. 1. Diambil sebarang z = () € CP(A;”), dengan 1 < p < ¢, maka berlaku

00 7 p
> (l%ZA;%ckr) <,
=1 k=1

sehingga untuk setiap ¢ > 0 ada ny € N sedemikian sehingga berlaku

o) % p
Z (!%ZA;%M) <e. (8)
i=ng k=1

Karena 1 < p < ¢, maka untuk setiap ¢« > ny dan 0 < € < 1 berlaku

% q i P
1 1
<|; § A;”M) < ('ZE Agxk|> <e< 1. 9)
k=1 k=1

Oleh karena itu, berdasarkan 8 dan 9 didapatkan

oS 7 q ) i p
> <|%ZA;%,€]> <> (\%ZA;’%H) <e.
i=ng k=1 1=ng k=1

Dengan demikian,

e % q
1 m
Z <|g > oA xk|> < 0.
1=1 k=1

Jadi, Cp(A;“) C Cq(A’;), untuk 1 < p < q.
2. Bukti mengikuti (1).

3. Bukti mengikuti (1).

III. DUAL KOTHE-TOEPLITZ

Pada bagian ini, dibahas dual K&the-Toeplitz untuk ruang lo. (A7), O (A7), dan Coo (AT').
Berdasarkan Garling [5], jika X dan Y ruang barisan dengan X C Y, maka [Y]* C [X]“. Se-
lanjutnya, didefinisikan

SZ(AY) ={x = (z1) 1z € Z(AY), 21 = ... = 1, = 0}, dengan Z = I, Co; Ono

dan

U={a=(a): Y k"|argy'| < oo}.

k=1

Lemma 1 Jika v € SC.(A}'), maka supy, k™™ |zpgx| < oc.

Bukti. Bukti mengikuti Akibat 2.3. pada Et [3] dengan mengganti A™ dengan A}". [
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Teorema 1 [SI,.(A}')]* = U.

Bukti. Jika a € U maka > ., k™|arg,'| < oo, artinya ada M; > 0 sehingga berlaku
PO km|akg,;1] < M. Berdasarkan Lema 1 maka ada M, > 0 sehingga k=" |xpgx| < Mo,
untuk setiap 7 € Sl (A}'). Dengan demikian berlaku

o0 oo
Z |agzy| = Z k™ argy k7" [2r gl
k=1 k=1

< M, Z km|akgk_1|
k=1
< MQMl
< 0.
Jadi, a € [Slo(A])]*.
Selanjutnya, jika a € [Sl(A}')]*, maka

o0

Z |zRa| < oo,

k=1
untuk setiap (73) € Sl (A7'). Dibentuk barisan x = () dengan

| | 0,k<m
:L’ g
RIELZ Bk s om.

Akibatnya, diperoleh

kafakgil |
k=1

=Y EMarg T+ lrwgel largy |
k=1 k=1

< OQ.

Dengan demikian, a € U. ]

Teorema 2 [Slo. (A")]* = [l (AT)].

g
Bukti. Diketahui Sloo(A7') C I (A}'), maka diperoleh
oo (AF)]* C [Sloo(AF)]"

Diambil sebarang a € [Sl(A}')]* dan = (z1) € [(A}'). Karena a € [Slo(A}')]*, maka
berlaku

o0

Z |aryk| < oo,

k=1

https://doi.org/10.14710/jfma.v511.13285 32 p-ISSN: 2621-6019 e-ISSN: 2621-6035



- JOURNAL OF FUNDAMENTAL MATHEMATICS
<PIFMAD AND APPLICATIONS (JEMA) VOL. 5 NO. 1 (JUN 2022)
Available online at www.jfma.math.fsm.undip.ac.id

untuk setiap (yx) € Sloo(A}'). Selanjutnya dibentuk barisan z = () dengan

_ 0,k <m
T —
Tk, k> m,

maka T € Sl (A]'). Akibatnya, didapatkan

Z |akxk| = Z |akxk| + Z |ak§:k| < Q0.
k=1 k=1 k=1
Dengan demikian, a € [l.(A}")]*. O

Teorema 3 U = [Io(A]')]* = [Ouc(A7)]* = [Coo(AT)]".

Bukti. Berdasarkan Teorema 1 dan 2 diperoleh bahwa U = [I.(A;')]*. Selanjutnya, untuk
kelas Co (A7) dan O (A7'), bukti menggukan teknik yang sama. O

IV. KESIMPULAN

Pada tulisan ini, dikonstruksikan dual Kéthe-Toeplitz untuk /oo (A}'), Coo (A7), dan O (A}?).
Untuk penelitian selanjutnya, disarankan untuk mengkonstruksikan dual K&the-Toeplitz untuk
kelas yang lain.
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