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Abstract. In this paper, we define the notion of CEC spaces. We also study about a
characterization and some properties of CEC spaces such as hereditary, topological
property, finite productive, and divisible.
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Abstrak. Di dalam tulisan ini, didefinisikan ruang CEC. Dibahas pula karakterisasi
dan beberapa sifat ruang CEC seperti menurun, sifat topologi, produk berhingga, dan
terbagi.
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I. PENDAHULUAN

Konsep ruang sekuensial, himpunan terbuka sekuensial, dan himpunan tertutup sekuensial
diperkenalkan oleh [10]. Konsep-konsep tersebut di dalam papernya digunakan untuk membuat
karakterisasi kelas ruang topologi yang dapat diidentifikasi dengan pengetahuan barisan kon-
vergen. Konsep keterhubungan memegang peranan penting yang tidak hanya dalam matem-
atika , tapi juga cabang sains yang melibatkan matematika seperti sistem informasi geografi,
model populasi, dan perencanaan gerakan robotik [4]. Dalam tulisan yang merujuk [1], yaitu
[9], dibahas definisi mengenai terhubung sekuensial. Definisi terhubung sekuensial tersebut
diperoleh dengan cara mengganti kata himpunan terbuka pada definisi terhubung dengan him-
punan terbuka sekuensial. Tahun 2012, Cakalli[4] memperkenalkan konsep G-terhubung pada
topologi grup. Konsep G-terhubung pada topologi struktur aljabar yang lain dapat ditemukan
di [8]. Definisi fungsi kontinu sekuensial diberikan di dalam [9].H.F Akiz dan L. Kogak [5]
memaparkan konsep ruang Hausdorff sekuensial beserta hubungannya dengan ruang Haus-
dorff sekuensial penuh. Definisi ruang Hausdorff sekuensial tersebut juga diperoleh dengan
mengganti kata himpunan terbuka pada definisi ruang Hausdorff menjadi himpunan terbuka
sekuensial.

Di dalam paper ini, pertama-tama dibahas ruang CEC yang definisinya dibangun dari sifat
barisan konvergen dalam ruang diskret. Selanjutnya, diberikan karakterisasi ruang CEC dengan
menggunakan himpunan terbuka sekuensial. Penulis juga menyelidiki sifat-sifat ruang CEC di
antaranya menurun, sifat topologi, produk berhingga, dan terbagi.

II. RUANG CEC

Pada bagian ini dibahas mengenai karakterisasi dan beberapa sifat ruang CEC. Setiap
barisan konvergen (x,,) di ruang diskret memiliki sifat setelah ny suku tertentu, suku-sukunya

https://doi.org/10.14710/jfma.v4i2.12199 185 p-ISSN: 2621-6019 e-ISSN: 2621-6035



- JOURNAL OF FUNDAMENTAL MATHEMATICS
jFM A .) AND APPLICATIONS (JEMA) VOL. 4 NO. 2 (NOV 2021)
Available online at www.jfma.math.fsm.undip.ac.id

konstan. Hal ini memotivasi penulis untuk mendefinisikan ruang CEC. CEC adalah singkatan
dari convergent eventually constant.

Definisi 1 Ruang topologi X disebut ruang CEC jika untuk setiap barisan konvergen (x,) di
X, terdapat ny € N sehingga untuk setiap bilangan asli n > ng berlaku x,, = x,,.

Teorema 1 Diketahui (X, T) ruang CEC. Jika barisan (x,,) di X konvergen ke x € X, maka
terdapat n' € N sehingga untuk setiap bilangan asli n > n’ berlaku x,, = x.

Bukti. Karena (x,) konvergen di X dan X ruang CEC, maka terdapat n’ € N sehingga untuk
setiap bilangan asli n > n’ berlaku z,,, = z,,. Diperoleh barisan

(xn) = (%1,1’2,%3, vy L/ =15 Tt Tt 5 T )

Andaikan x,, # x. Karena barisan (x,,) konvergen ke =, maka setiap himpunan terbuka yang
memuat x, memuat z,,. Barisan (x, x,/, x, x,/, T, ., ...) konvergen ke x. Hal ini kontradiksi
dengan definisi X ruang CEC. [

Untuk lebih memahami konsep ruang CEC, dapat dilihat contoh-contoh berikut.

Contoh 1 Didefinisikan X = {0, 1} dan 7 = {X, 0, {0} }. Ruang topologi (X, 7) bukan ruang
CEC karena ada barisan (0,1,0,1,0,1,...) yang konvergen ke 1.

Contoh 2 Ruang diskret merupakan ruang CEC.
Contoh 3 Didefinisikan himpunan X tidak terhitung, p € X, dan koleksi
7={U C X :p¢ Uatau X \ U terhitung}.

Ruang topologi (X, 7) merupakan ruang CEC. Diambil sebarang barisan (z,,) di X yang kon-
vergen ke x € X. Himpunan X \ {z, : x, # x,n € N} terbuka di X dan memuat x. Hal ini
berarti ada n’ € N sehingga untuk setiap bilangan asli n > n’ berlaku x,, = x.

Contoh 4 [3] Diberikan ruang topologi (Z, 7) dengan 7 dibangun koleksi
B ={B,|n € Z},

di mana
B - {n} ,n ganjil
" {n—1,n,n+ 1} ,ngenap.

Ruang Z bukan ruang CEC karena ada barisan (1,2,3,1,2,3,1,2,3,...) yang konvergen ke 2.

Contoh 5 Diketahui X himpunan tak terhitung dan 7 = {U C X|X \ U terhitung} U {0}.
Ruang (X, 7) adalah ruang topologi komplemen terhitung. Diambil sebarang barisan (y,,) di X
yang konvergen ke y € X. Didefinisikan himpunan A = X \ {y,|y, # y,n € N}. Himpunan
A terbuka di X dan memuat y. Hal ini berarti ada n, € N sehingga untuk setiap bilangan asli
n > n, berlaku y,, € A atau y,, = y. Jadi, ruang (X, 7) merupakan ruang CEC.
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Teorema berikut memberikan hubungan antara ruang CEC dengan himpunan terbuka sekuen-
sial.

Teorema 2 Diketahui (X, T) ruang topologi. Ruang X adalah ruang CEC jika hanya jika
setiap himpunan bagian X merupakan himpunan terbuka sekuensial.

Bukti. Pertama, akan dibuktikan terlebih dahulu setiap himpunan bagian X merupakan him-
punan terbuka sekuensial.

=

Diambil sebarang = € X dan barisan (x,,) di X yang konvergen ke x. Karena X ruang CEC,
maka terdapat n’ € N sehingga untuk setiap bilangan asli n > n' berlaku z,, € {z}. Akibat-
nya, untuk setiap z € X berlaku {z} himpunan terbuka sekuensial. Diambil sebarang him-
punan D C X. Diambil sebarang barisan (y, ) di X yang konvergen ke anggota D, namakan
y. Karena {y} himpunan terbuka sekuensial, maka ada n, € N sehingga untuk setiap bilangan
asli n > n, berlaku y,, € {y} C D. Dengan demikian, D himpunan terbuka sekuensial.

<~

Diambil sebarang barisan (z,,) di X yang konvergen ke x € X. Karena setiap himpunan bagian
X merupakan himpunan terbuka sekuensial, maka {x} himpunan terbuka sekuensial. Hal ini
berarti ada n’ € N sehingga untuk setiap bilangan asli n > n’ berlaku x,, = . Jadi, X ruang
CEC. O

Karakterisasi ruang CEC diberikan dalam Teorema 3.

Teorema 3 Diketahui (X, T) ruang topologi. Kelima pernyataan berikut saling ekuivalen:

1. X ruang CEC.
Untuk setiap x € X, himpunan {x} merupakan himpunan terbuka sekuensial.

Setiap himpunan bagian X merupakan himpunan terbuka sekuensial.

N w0

Setiap himpunan bagian X merupakan himpunan tertutup sekuensial.

5. X ruang Ty dan jika A C X adalah irisan semua himpunan terbuka yang memuat A,
maka A himpunan terbuka sekuensial.

Bukti. Berdasarkan Teorema 2, pernyataan /, 2, dan 3 saling ekuivalen.

3=4

Diambil sebarang A C X. Berdasarkan anteseden, X \ A himpunan terbuka sekuensial. Aki-
batnya, A himpunan tertutup sekuensial.

4=5

Akan dibuktikan X ruang 7). Diambil sebarang € X. Berdasarkan anteseden, {z} him-
punan tertutup sekuensial. Andaikan ada y € cl{z}, tetapi y ¢ {x}. Karena y € c/{z}, maka
barisan (z, x, x, ...) konvergen ke y. Pernyataan y ¢ {z} dan (z,x,z, ...) konvergen ke y kon-
tradiksi dengan pernyataan {z} himpunan tertutup sekuensial. Pernyataan yang benar adalah
cl{z} C {z}. Akibatnya, {z} himpunan tertutup. Didapat X ruang 7.

Akan dibuktikan A himpunan terbuka sekuensial. Berdasarkan anteseden, X \ A C X him-
punan tertutup sekuensial. Akibatnya, A himpunan terbuka sekuensial.
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5=3

Diambil sebarang A C X. Akan dibuktikan A himpunan terbuka sekuensial. Berdasarkan [11],
setiap himpunan bagian ruang 77 adalah irisan semua himpunan terbuka yang memuat him-
punan bagian tersebut. Karena X ruang 7} dan A C X, maka A adalah irisan semua himpunan
terbuka yang memuat A. Berdasarkan anteseden, A himpunan terbuka sekuensial. O]

Setiap ruang diskret merupakan ruang CEC. Kebalikannya belum tentu berlaku. Muncul
pertanyaan kapan ruang CEC ekuivalen dengan ruang diskret. Di ruang sekuensial, ruang
CEC ekuivalen dengan ruang diskret. Konsep ruang sekuensial dibutuhkan untuk membuktikan
pernyataan tersebut. Berikut ini diberikan definisi ruang sekuensial.

Definisi 2 [10][2] Diketahui (X, 7) ruang topologi. Ruang (X, T) disebut ruang sekuensial
Jika setiap himpunan terbuka sekuensial di X merupakan himpunan terbuka.

Setiap himpunan terbuka merupakan himpunan terbuka sekuensial [5]. Akibatnya, di ru-
ang sekuensial himpunan terbuka ekuivalen dengan himpunan terbuka sekuensial. Berikut ini
diberikan contoh-contoh ruang sekuensial.

Contoh 6 [10][5] Diketahui (X, 7) ruang diskret. Karena setiap himpunan bagian X meru-
pakan himpunan terbuka di X, maka ruang X merupakan ruang sekuensial.

Contoh 7 Diberikan himpunan X = {a, b, c}. Didefinisikan ruang topologi (X, {X, 0, {a}}).
Himpunan X adalah satu-satunya himpunan terbuka yang memuat b dan c. Karena itu, barisan
(a,b,c,a,b,c,a,b,c,...) konvergen ke b dan c. Akibatnya, himpunan {b}, {c}, {a, b}, {a, c},
dan {b, ¢} bukan himpunan terbuka sekuensial. Sementara itu, himpunan {a} merupakan him-
punan terbuka sekuensial. Himpunan terbuka sekuensial di X hanya X, (), dan {a}. Setiap
himpunan terbuka sekuensial di X merupakan himpunan terbuka. Jadi, ruang (X, {X, 0, {a}})
merupakan ruang sekuensial.

Di ruang sekuensial, ruang CEC ekuivalen dengan ruang diskret. Pernyataan ini dibuktikan
dalam teorema berikut.

Teorema 4 Diketahui (X, T) ruang sekuensial. Ruang (X, 1) adalah ruang CEC jika hanya
Jika (X, T) ruang diskret.

Bukti. Berdasarkan Contoh 2, jika (X, 7) ruang diskret, maka (X, 7) ruang CEC. Akan dibuk-
tikan kebalikannya. Diambil sebarang A himpunan bagian X. Berdasarkan Teorema 3, him-
punan A merupakan himpunan terbuka sekuensial. Karena X ruang sekuensial, maka A him-
punan terbuka. Karena A diambil sebarang, maka X ruang diskret. [

Setiap fungsi yang terdefinisi pada ruang diskret merupakan fungsi kontinu[7]. Setiap
fungsi yang terdefinisi pada ruang CEC merupakan fungsi kontinu sekuensial.

Teorema S Diketahui X dan Y ruang topologi serta fungsi f : X — Y. Jika X ruang CEC,
maka f fungsi kontinu sekuensial.

Bukti. Diambil sebarang x € X dan barisan (z,) di X yang konvergen ke x. Karena X ruang
CEC, maka terdapat n’ € N sehingga untuk setiap bilangan asli n > n’ berlaku z,, = z.
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Akibatnya, untuk setiap bilangan asli n > n’ berlaku f(x,,) = f(z). Barisan (f(z,)) konvergen
ke f(x). Jadi, fungsi f kontinu sekuensial pada X. ]

Ruang topologi komplemen terhitung yang dipaparkan pada Contoh 5 bukan merupakan
ruang Hausdorff. Secara umum, ruang CEC bukan ruang Hausdorff. Jika diteliti hubungan
antara ruang CEC dengan ruang Hausdorff sekuensial, maka setiap ruang CEC merupakan
ruang Hausdorff sekuensial.

Teorema 6 Diketahui (X, T) ruang topologi. Jika X ruang CEC, maka X ruang Hausdorff
sekuensial.

Bukti. Diambil sebarang x,y € X dengan x # y. Barisan (x,,) = (z, z,z, x, ...) konvergen ke
x. Himpunan {y} merupakan himpunan terbuka sekuensial sehingga barisan (z,,) tidak kon-
vergen ke y. Karena (z,,) tidak konvergen ke y, maka terdapat himpunan terbuka U, memuat y
sehingga = ¢ U,,. Terdapat himpunan terbuka sekuensial {z} dan U, sehingga {z} N U, = 0.
Jadi, X ruang Hausdorff sekuensial.

]

Kebalikan Teorema 6 belum tentu berlaku. Himpunan R dilengkapi dengan topologi biasa
merupakan ruang Hausdorff sekuensial, tetapi bukan ruang CEC.

Selanjutnya, setiap ruang bagian ruang diskret merupakan ruang diskret. Jika ruang diskret
diganti dengan ruang CEC, pernyataan tetap berlaku. Hal ini dinyatakan dalam teorema berikut.

Teorema 7 Ruang CEC mempunyai sifat menurun.

Bukti. Diketahui X ruang CEC. Akan dibuktikan ruang bagian A C X adalah ruang CEC.
Diambil sebarang barisan (z,,) di A yang konvergen ke a € A. Karena A C X, maka barisan
(x,) di X. Diambil sebarang V' himpunan terbuka di X yang memuat a. Himpunan V' N A
terbuka di A dan memuat a. Di ruang bagian A, barisan (z,,) konvergen ke a. Hal ini berarti
adan” € N sehingga untuk setiap n > n” berlaku z,, € V' N A. Akibatnya untuk setiap n > n”
berlaku z,, € V. Dengan demikian, di ruang topologi X, barisan (z,) juga konvergen ke a.
Karena X ruang CEC, maka ada n, € N sehingga untuk setiap n > n, berlaku x,, = a. Hal ini
berarti A ruang CEC. [

Setiap ruang topologi komplemen terhitung X dengan X tak terhitung merupakan ruang
terhubung[7]. Sementara itu, ruang diskret yang setidaknya memiliki dua anggota, tidak ter-
hubung. Ada contoh ruang CEC yang terhubung dan ada pula contoh yang tidak terhubung.
Selanjutnya, dipaparkan hubungan ruang CEC dengan terhubung sekuensial.

Teorema 8 Diketahui X ruang CEC dan ruang bagian S C X. Jika S setidaknya memiliki
dua anggota, maka S tidak terhubung sekuensial.

Bukti. Berdasarkan Teorema 7, ruang bagian S adalah ruang CEC. Berdasarkan Teorema 3,
setiap himpunan bagian S terbuka sekuensial di S. Diambil sebarang x € S. Himpunan {z}
dan S\ {x} terbuka sekuensial di S dan saling asing. Karena {x} dan S'\ {«} saling asing serta
S ={z}U(S\ {z}), maka S tidak terhubung sekuensial. O
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Ruang CEC mempunyai sifat topologi. Hal ini ditunjukkan dalam Teorema 9.

Teorema 9 Diberikan ruang topologi X dan Y serta homeomorfisma f : X — Y. Jika X
ruang CEC, maka Y ruang CEC.

Bukti. Diambil sebarang barisan (y,) di Y yang konvergen ke y € Y. Karena f~! kontinu
sekuensial pada Y, maka barisan ( f~1(y,,)) konvergen ke f~'(y). Karena (f~'(y,)) konvergen
ke f~(y) € X dan X ruang CEC, maka ada ny € N sehingga untuk setiap bilangan asli n > ng
berlaku f~*(y,) = f~'(y). Karena f bijektif, maka untuk setiap bilangan asli n > nq berlaku
yn = y. Didapat Y ruang CEC. [

Jika X1, Xo, ..., X ruang CEC, maka X = Hle X,; ruang CEC. Ruang CEC memiliki
sifat produk berhingga. Hal ini ditunjukkan dalam teorema berikut.

Teorema 10 Diketahui X, X, ..., X} ruang topologi. Jika X, X, ..., X} ruang CEC, maka
ruang topologi produk X = Hle X, adalah ruang CEC.

Bukti. Untuk setiap ¢ = 1, 2, ..., k, didefinisikan proyeksi 7; : X — X; dengan
7Ti($1, T2, .., Z‘k) = XT;.
Diambil sebarang barisan (z,) di X = Hle X; yang konvergen ke t € X. Akibatnya,
(mi(xn)) = (z,(7)) konvergen ke ¢; € X, untuk setiap i = 1,2, ..., k. Karena X; ruang CEC,
maka ada n(i) € N sehingga untuk setiap bilangan asli n > n(i) berlaku z,(i) = t; untuk
setiap ¢ = 1, 2, ..., k. Didefinisikan
n’ = max{n(i)li =1,2,...,k}.
Untuk setiap n > n’ berlaku z,, = t. Didapat Hle X; ruang CEC. O
Kebalikan Teorema 10 tetap berlaku.

Teorema 11 Diketahui Xy, X,, ..., X}, ruang topologi. Jika ruang topologi produk

adalah ruang CEC, maka X1, Xo, ..., X, ruang CEC.
Bukti. Untuk setiap 7 = 1, 2, ..., k, didefinisikan proyeksi 7; : X — X; dengan
7Ti(SC1, T2, .., CCk> = T;.

Untuk setiap ¢ = 1,2, ..., k diambil sebarang barisan (z,(7)) di X; yang konvergen ke t; € X;.
Didefinisikan barisan (z,,) di []\_, X; dengan 7;(z,) = (z,(i)). Barisan (z,,) konvergen ke
t = (t1,tg,...,t;). Karena H?Zl X; ruang CEC, maka terdapat n’ € N sehingga untuk setiap
bilangan asli n > n’ berlaku z,, = t. Akibatnya, untuk setiap ¢ = 1,2, ..., k dan n > n’ berlaku
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Selanjutnya dibahas konsep sifat terbagi.

Definisi 3 [6] Sifat P ruang topologi dikatakan terbagi jika ruang hasil bagi dari ruang
topologi yang memiliki sifat P, memiliki sifat P.

Berdasarkan definisi tersebut, setiap ruang diskret, terbagi. Hal ini memunculkan per-
tanyaan tentang sifat terbagi di ruang CEC. Ruang CEC belum tentu terbagi. Hal ini ditun-
jukkan dalam contoh berikut.

Contoh 8 Didefinisikan ruang (R, 7) dengan 7 adalah topologi komplemen terhitung dan relasi
E={(z,y) e RxR|z,y € Qatauz,y € R\ Q}.

Berdasarkan Contoh 5, ruang (R, 7) adalah ruang CEC. Relasi E adalah relasi ekuivalensi pada
R. Kelas ekuivalensi yang terbentuk adalah [%] dan [\/ﬂ . Didefinisikan himpunan

re={[5]. [V}

Dibentuk fungsi surjektif ¢ : R — R/FE dengan

_J 5] szeQ
qm_{ V3] ceR\Q

Didefinisikan pula 75 topologi hasil bagi pada himpunan R /F dengan
5 = {U C R/E|q" (V) terbuka di (R, 7)} = {0,R/E, { [V2] } }.

Karena ada barisan ([3],[v2], [3],[v2], [%] . [V2],...) yang konvergen ke [%] , maka ruang

hasil bagi (R/E, 7) bukan ruang CEC.

III. KESIMPULAN DAN PENELITIAN LANJUTAN

Berdasarkan pemaparan pada bagian II, ruang CEC dapat dikarakterisasi dengan menggu-
nakan himpunan terbuka sekuensial, yang dapat dilihat di Teorema 3. Ruang CEC mempunyai
sifat topologi, menurun, produk berhingga, tetapi tidak selalu terbagi. Ruang topologi (Z, 7)
yang diberikan pada Contoh 4 merupakan contoh yang menarik. Hal ini karena ada himpunan
A = {2n — 1|n € Z} C Z sehingga setiap barisan (x,,) di Z yang konvergen ke x € A, ada
no € N, sehingga untuk setiap bilangan asli n > ny berlaku x,, = x. Di dalam contoh tersebut,
himpunan A adalah himpunan bagian sejati himpunan Z. Hal ini dapat memotivasi penelitian
lanjut di ruang topologi yang definisinya merupakan perlemahan definisi ruang CEC.
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